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T i l l a t t e h j e l p e m i d l e r : B e s t e m t e n k e l k a l k u l a t o r . I n g e n t r y k t e e l l e rh å n d s k r e v n e h j e l p e m i d l e r .M e r k : S v a r e n e s k a l s k r i v e s p å a n g i t t s t e d p å o p p g a v e a r k e t .O p p g a v e 1 ( 2 0 % )F o r h v e r a l g o r i t m e n e d e n f o r s k a l d u
kort b e s k r i v e (

i
)

hvilket problema l g o r i t m e n l ø s e r , (
ii

)
hvilke krav

s o m e v e n t u e l t s t i l l e s t i l p r o b l e m i n s t a n s e n eo g (
iii

) g r o v t
hvordan algoritmen virker

. H v e r t d e l s p ø r s m å l b e s v a r e s m e d
maksimalt 50 ord

, g j e r n e i s t i k k o r d s f o r m .M e r k n a d t i l s e n s u r : V e d s v a r p å m e r e n n 5 0 o r d s k a l d e t l e g g e s v e k t p å d e5 0 f ø r s t e o r d e n e ; d e n r e s t e r e n d e t e k s t e n s k a l i l i t e n e l l e r i n g e n g r a d t e l l e f o rv u r d e r i n g e n . F i g u r e r k a n t a s m e d i v u r d e r i n g e n . D e t s k a l i k k e t r e k k e sp o e n g f o r s v a r p å o v e r 5 0 o r d .4 %
a

) Q u i c k S o r tS v a r :
 

S o r t e r i n g . S p l i t t - o g - h e r s k - a l g o r i t m e d e r v e r d i e n e p a r t i s j o n e r e s is t o r e o g s m å v e r d i e r r u n d t e n s p l i t t v e r d i o g h v e r h a l v d e l s o r t e r e sr e k u r s i v t .4 %
b

) D i j k s t r a s a l g o r i t m eS v a r :
 K o r t e s t e v e i i e n g r a f d e r k a n t v e k t e n e i k k e e r n e g a t i v e . O p p d a t e r e rk o r t e s t e v e i f u n n e t s å l a n g t h v e r g a n g e n n o d e b e s ø k e s ; b e s ø k e r a l l t i dd e n n æ r m e s t e a v d e u b e s ø k t e n o d e n e ( v a n l i g v i s v e d h j e l p a v e n h e a p ) .4 %

c
) B i n æ r s ø kS v a r :

 
S ø k i e n s o r t e r t t a b e l l . S a m m e n l i g n e r s ø k e n ø k k e l m e d m i d t e r s t ev e r d i o g s ø k e r r e k u r s i v t i r i k t i g h a l v d e l .4 %

d
) P r i m s a l g o r i t m eS v a r :

 
B y g g e r e t m i n i m a l t s p e n n t r e v e d h e l e t i d e n å l e g g e t i l d e n l e t t e s t eg j e n v æ r e n d e k a n t e n u t f r a t r e e t ( t i l e n n o d e s o m i k k e l i g g e r i t r e e t ) .B r u k e r g j e r n e e n h e a p f o r å h o l d e s t y r p å d e g j e n v æ r e n d e n o d e n e .
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4 %
e

) W a r s h a l l s a l g o r i t m eS v a r :
 

F i n n e r d e n t r a n s i t i v e t i l l u k n i n g e n t i l e n g r a f v e d h j e l p a v d y n a m i s kp r o g r a m m e r i n g . E t d e l p r o b l e m b e s t å r i å f i n n e u t h v o r v i d t m a n k a nk o m m e s e g f r a n o d e
u

t i l n o d e
v

v e d b a r e å g å v i a d e
k

f ø r s t e n o d e n e .O p p g a v e 2 ( 2 0 % )I d e f ø l g e n d e d e l o p p g a v e n e , k r y s s a v f o r “ j a ” e l l e r “ n e i ” o g g i e n k o r tb e g r u n n e l s e f o r s v a r e t .M e r k : S v a r m e d g a l e l l e r m a n g l e n d e b e g r u n n e l s e g i r i n g e n p o e n g .4 %
a

) E n d å r l i g a l g o r i t m e
A

s o m s j e k k e r o m e t h e l t a l l
n

e r e t p r i m t a l l h a r k j ø r e t i dΘ (
n

) . H a r d e n n e a l g o r i t m e n e k s p o n e n s i e l l k j ø r e t i d ?H i n t : H v o r d a n d e f i n e r e s p r o b l e m s t ø r r e l s e ?S v a r :
 J a .B e g r u n n e l s e :

 
P r o b l e m s t ø r r e l s e n e r

m ∈
Θ ( l o g

n
) , s å k j ø r e t i d e n b l i r Θ ( 2

m
) .4 %

b
) H a r b a l a n s e r t e , r e t t e d e t r æ r f æ r r e m u l i g e t o p o l o g i s k e o r d n i n g e r e n n a n d r es a m m e n h e n g e n d e , r e t t e d e a s y k l i s k e g r a f e r m e d l i k e m a n g e n o d e r ?S v a r :

 N e i .B e g r u n n e l s e :
 

D e t v i l a l l t i d f i n n e s e n a n n e n D A G m e d l i k e m a n g e e l l e rf æ r r e o r d n i n g e r . ( M a n k a n f o r e k s e m p e l l e g g e t i l e n k a n t f o r å f i n n e e ns l i k g r a f . )M e r k n a d t i l s e n s u r : E t u n n t a k h e r e r g r a f e r m e d é n e l l e r t o n o d e r . H e rf i n n e s d e t i n g e n s y k l i s k e r e t t e d e g r a f e r o m m a n i k k e t i l l a t e r s e l v - l ø k k e r .S v a r e t “ j a ” k a n o g s å f o r s v a r e s o m m a n f o r s t å r d e t s l i k a t d e t s p ø r r e s o mh v o r v i d t d e t
finnes

e t b a l a n s e r t , r e t t e t t r e ( f o r e k s e m p e l e n s t i ) s o m h a rf æ r r e o r d n i n g e r e n n e n e n a n n e n D A G m e d l i k e m a n g e n o d e r . D e t t e m å d af r e m g å a v b e g r u n n e l s e n .4 %
c

) S t e i n a r H o p p v i l k o m m e s e g o v e r e n b r e d e l v . D e t e r n a t u r l i g v i s b e g r e n s e th v o r l a n g t h a n k a n h o p p e , s å h a n p l a n l e g g e r å h o p p e f r a s t e i n t i l s t e i n .H a n v i l f i n n e d e n s e k v e n s e n a v s t e i n e r s o m g i r f æ r r e s t h o p p , o g m e n e r a td y b d e - f ø r s t - s ø k e g n e r s e g b e d r e e n n b r e d d e - f ø r s t - s ø k t i l d e t t e . E r d u e n i g ?A n g i i b e g r u n n e l s e n h v o r d a n a l g o r i t m e n e k a n b r u k e s , o g h v o r f o r d uf o r e t r e k k e r d e n e n e f r e m f o r d e n a n d r e .S v a r :
 N e i .
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B e g r u n n e l s e :
 

H a n ø n s k e r i p r a k s i s å f i n n e k o r t e s t e v e i i e n g r a f ( d e r a l l ek a n t - v e k t e r e r 1 ) . H v i s h a n s k a l b r u k e D F S m å h a n p r ø v e a l l e s t i e r( e k s p o n e n s i e l l k j ø r e t i d ) , m e n s m e d B F S f å r h a n s v a r e t d i r e k t e i l i n e æ rt i d .4 %
d

) I a s y m p t o t i s k n o t a s j o n b e s k r i v e r O o g Ω u l i k e t i n g . E r d e t r i k t i g å s i a t O e re t m å l p å
worst-case

- k j ø r e t i d e n t i l e n a l g o r i t m e o g a t Ω e r e t m å l p å
best-

case
- k j ø r e t i d e n ?S v a r :

 N e i .B e g r u n n e l s e :
 

O (
f

) e r m e n g d e n a v f u n k s j o n e r s o m h a r
f

s o m ø v r e g r e n s e –d e t t e h a r i n g e n t i n g m e d
worst-case

å g j ø r e i s e g s e l v . ( T i l s v a r e n d e f o r Ω ,n e d r e g r e n s e o g
best-case

) .4 %
e

) V i k a n s i a t e t p r o b l e m
A

e r v a n s k e l i g e r e e n n e t p r o b l e m
B

h v i s a l l ei n s t a n s e r a v p r o b l e m
B

o g s å k a n s e s s o m i n s t a n s e r a v p r o b l e m
A

, m e n i k k eo m v e n d t . E r t o p o l o g i s k s o r t e r i n g e t v a n s k e l i g e r e p r o b l e m e n n v a n l i gs o r t e r i n g ?M e r k n a d t i l s e n s u r : I d e n e n g e l s k e o p p g a v e t e k s t e n v a r d e n s i s t ef o r e k o m s t e n a v “
A

” i t e k s t e n o v e r v e d e n f e i l t a k e l s e b y t t e t u t m e d “
B

” . D e tb l e o p p l y s t o m d e t t e p å e k s a m e n .S v a r :
 J a .B e g r u n n e l s e :

 
V a n l i g s o r t e r i n g k a n s e s s o m t o p o l o g i s k s o r t e r i n g d e r a l l ee l e m e n t e r e r a v h e n g i g a v d e m i n d r e e l e m e n t e n e .O p p g a v e 3 ( 2 0 % )4 %

a
) H e r f ø l g e r e n l i s t e m e d b e t e g n e l s e r p å k j ø r e t i d s k l a s s e r – o r d n e d e m is t i g e n d e r e k k e f ø l g e :

konstant
,

eksponensiell
,

lineær
,

kubisk
,

kvadratisk
,

faktoriell
,

logaritmisk
,

n-log-n
. I n g e n b e g r u n n e l s e e r n ø d v e n d i g .M e r k n a d t i l s e n s u r : M e d

faktoriell
e r m e n t s o m e n o v e r s e t t e l s e ( ia d j e k t i v s f o r m ) a v d e t e n g e l s k e b e g r e p e t

factorial
( d e t v i l s i , k j ø r e t i d e n e rf a k u l t e t e t a v

n
, e l l e r Θ (

n ! ) ) . D e t t e b l e o p p l y s t p å e k s a m e n .S v a r :
 konstant

,
logaritmisk

,
lineær

,
n

-
log

-
n

,
kvadratisk

,
kubisk

,
eksponensiell

,
faktoriell

.
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4 %
b

) H v a g j ø r f ø l g e n d e p r o g r a m s n u t t o g h v a b l i r k j ø r e t i d e n ? B r u k Θ - n o t a s j o no g b e g r u n n s v a r e t . S k r i v k o r t .A l g o r i t h m
Azathoth

(
A [ 1 …

n ] )1 .
 i ←

12 .
 j ← n3 .
 w h i l e

i < j4 .
 

i f
A [ i ] > A [ j ]5 .

 i ← i + 16 .
 

e l s e7 .
 j ← j

– 18 .
 

r e t u r n
A [ i ]S v a r :

 
F i n n e r d e t m i n s t e e l e m e n t e t i

A
i Θ (

n
) t i d .B e g r u n n e l s e :

 
D e n b e v e g e r s e g i n n o v e r f r a s i d e n e , o g d r o p p e r h e l e t i d e nd e n s o m e r s t ø r s t . H v e r p o s i s j o n b e s ø k e s é n g a n g .6 %

c
) H v a g j ø r f ø l g e n d e p r o g r a m s n u t t o g h v a b l i r k j ø r e t i d e n ? F u n k s j o n e n

floor
( )r u n d e r n e d t i l n æ r m e s t e h e l t a l l . B r u k Θ - n o t a s j o n o g b e g r u n n s v a r e t . S k r i vk o r t .A l g o r i t h m

Astaroth
(
i

,
j

,
A [ 1 …

n ] ,
B [ 1 …

n ] )1 .
 

i f
i = j2 .

 
i f

A [ j ] > B [ j ]3 .
 

r e t u r n
A [ j ] –

B [ j ]4 .
 

e l s e5 .
 

r e t u r n
B [ j ] –

A [ j ]6 .
 k ← floor

( (
i + j

) / 2 )7 .
 

r e t u r n
Astaroth

(
i

,
k

,
A

,
B

) + Astaroth
(
k + 1 ,

j
,

A
,

B
)S v a r :

 
F i n n e r s u m m e n a v a b s o l u t t v e r d i - f o r s k j e l l e r m e l l o m

A
o g

B
m e dk j ø r e t i d Θ (

n
) .( E v t . : F i n n e r M a n h a t t a n - a v s t a n d e n / t a x i - a v s t a n d e n m e l l o m

A
o g

B
. )B e g r u n n e l s e :

 
V i a n t a r a t

j ≥ i
. D i s s e a n g i r e t d e l p r o b l e m . H v i s

i = jr e t u r n e r e s |
A [ i ] –

B [ i ] | . E l l e r s b e r e g n e s v e r d i e n r e k u r s i v t f o r h v e rh a l v d e l , o g v i r e t u r n e r e r s u m m e n . D e t t e g i r r e k u r r e n s e n
T

(
n

) = 2
T

(
n

/ 2 ) + Θ ( 1 ) s o m l ø s e s t i l Θ (
n

) .6 %
d

) E n a l g o r i t m e h a r e t f a s t s e t t m e d i n s t r u k s j o n e r s o m a l l t i d u t f ø r e s , e t s e t tm e d i n s t r u k s j o n e r d e r a n t a l l e t s t e g e r e n f a s t p r o s e n t a v p r o b l e m s t ø r r e l s e no g
k

r e k u r s i v e k a l l p å e n
k

- d e l a v p r o b l e m e t . H v a b l i r k j ø r e t i d e n t i l
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a l g o r i t m e n ? B r u k Θ - n o t a s j o n o g b e g r u n n s v a r e t m e d e n k o r t s k i s s e a vu t r e g n i n g e n d i n .S v a r :
 

Θ (
n

l o g
n

) .B e g r u n n e l s e :
 

V i k a n s e t t e o p p r e k u r r e n s e n
T

( n ) = kT
(
n

/
k

) + Θ (
n

) . D e t t ek a n l ø s e s m e d M a s t e r - t e o r e m e t v e d å s e t t e
a = b = k

o g
d = 1 . E v e n t u e l tk a n m a n l ø s e d e t i t e r a t i v t (

backward substitution
) , m e n d e t e r l i t t m e rt u n g v i n d t :

T
(
n

) = kT
(
n

/
k

) + Θ (
n

)= k
(
k

T (
n

/
k

2 ) + Θ (
n

/
k

) ) + Θ (
n

) = k
2 T (

n
/
k

2 ) + 2 · Θ (
n

)= kiT
(
n

/
ki

) + i
· Θ (

n
)[ S e t t

ki = n
, d v s .

i = l o g
k n

. A n t a
T

( 1 )
∈

Θ ( 1 ) . ]= Θ (
n

) + ( l o g
k n

) · Θ (
n

) = Θ (
n

l o g
n

)O p p g a v e 4 ( 1 0 % )H v i s v i f a r g e l e g g e r n o d e n e i e n g r a f o g t o n a b o n o d e r h a r s a m m e f a r g ek a l l e s d e t t e e n k o n f l i k t . E n g r a f e r
k

- f a r g b a r h v i s d e n k a n f a r g e l e g g e s m e d
kf a r g e r u t e n a t d e t o p p s t å r k o n f l i k t e r .4 %

a
) F i n n e s d e t e n k j e n t p o l y n o m i s k a l g o r i t m e f o r å a v g j ø r e o m e n g r a f e r

k
-f a r g b a r , f o r e n v i l k å r l i g

k
? H v i s j a , h v o r d a n v i r k e r d e n n e , o g h v a e rk j ø r e t i d e n ( i Θ - n o t a s j o n ) ? H v i s n e i , h v o r f o r ?S v a r :

 N e i – f o r d i d e t t e e r e t N P - k o m p l e t t p r o b l e m . D e t f i n n e s i n g e n k j e n t ep o l y n o m i s k e l ø s n i n g e r p å n o e n N P - k o m p l e t t e p r o b l e m e r .2 %
b

) H v o r d a n v i l d u l ø s e p r o b l e m e t h v i s
k = 2 ? A n g i ø v r e o g n e d r ea s y m p t o t i s k e g r e n s e r f o r k j ø r e t i d e n .S v a r :

 
E n g r a f k a n b a r e t o f a r g e s p å e n m å t e ( h v i s v i s e r b o r t f r a f a r g e v a l g ) .F o r å s j e k k e o m d e t e r m u l i g t r e n g e r v i b a r e t r a v e r s e r e g r a f e n .K j ø r e t i d e n f o r d e n n e a l g o r i t m e n e r Ω ( 1 ) o g O (

n
) .
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4 %
c

) A n t a a t d u h a r e n g r a f s o m
ikke

e r t o f a r g b a r . D u ø n s k e r å f a r g e l e g g e d e nm e d t o f a r g e r s l i k a t a n t a l l k o n f l i k t e r b l i r m i n s t m u l i g . G i e n k o r tb e s k r i v e l s e a v e n e n k e l
branch and bound

- l ø s n i n g p å d e t t e p r o b l e m e t .S v a r :
 

V i p r ø v e r a l l e m u l i g h e t e r r e k u r s i v t . H e u r i s t i k k e n v å r e r a n t a l lk o n f l i k t e r i d e t v i h a r f a r g e l a g t s å l a n g t . H v i s d e n n e o v e r s t i g e r b e s t el ø s n i n g s å l a n g t k a n v i t i l b a k e s p o r e (
backtrack

) .O p p g a v e 5 ( 1 5 % )F o r h v e r a v a l g o r i t m e n e u n d e r , h v i l k e a v d e f ø l g e n d e a s y m p t o t i s k ek j ø r e t i d s k l a s s e n e k a n b r u k e s t i l å b e s k r i v e a l g o r i t m e n s k j ø r e t i d ? D u k a ni k k e a n t a n o e o m p r o b l e m - i n s t a n s e n e .Ω (
n

) , Ω (
n

l o g
n

) , Ω (
n

2 ) , O (
n

) , O (
n

l o g
n

) , O (
n

2 ) , Θ (
n

) , Θ (
n

l o g
n

) , Θ (
n

2 )O p p g i d e r e l e v a n t e k j ø r e t i d s k l a s s e n e ( f o r e k s e m p e l “ Ω (
n

2 ) , O (
n

) ” ) e l l e rs k r i v “ I n g e n ” h v i s i n g e n a v k l a s s e n e k a n b r u k e s . H v i s f l e r e k l a s s e r k a nb r u k e s s k a l a l l e o p p g i s i s v a r e t . G i e n k o r t b e g r u n n e l s e t i l h v e rd e l o p p g a v e .5 %
a

) I n n s e t t i n g a v
n

v e r d i e r i e t t o m t b i n æ r t s ø k e t r e .S v a r :
 

Ω (
n

) , Ω (
n

l o g
n

) , O (
n

2 ) .B e g r u n n e l s e :
 

H v i s t r e e t e r b a l a n s e r t i h v e r t t r i n n (
best-case

) f å r v iΘ (
n

l o g
n

) ; f o r e t d e g e n e r e r t t r e (
worst-case

) f å r v i Θ (
n

2 ) . D e t e r b a r eg r e n s e n e o v e r ( a v d e t i l g j e n g e l i g e a l t e r n a t i v e n e ) s o m d e k k e r b e g g ed i s s e t i l f e l l e n e ( o g a l t i m e l l o m ) .5 %
b

) S o r t e r i n g v e d i n n s e t t i n g .S v a r :
 

Ω (
n

) , O (
n

2 ) .B e g r u n n e l s e :
 

H v i s t a b e l l e n e r s o r t e r t (
best-case

) f å r v i Θ (
n

l o g
n

) ; h v i s d e ne r o r d n e t s y n k e n d e (
worst-case

) f å r v i Θ (
n

2 ) . D e t e r b a r e g r e n s e n e o v e r( a v d e t i l g j e n g e l i g e a l t e r n a t i v e n e ) s o m d e k k e r b e g g e d i s s e t i l f e l l e n e ( o ga l t i m e l l o m ) .5 %
c

) M e r g e S o r t .S v a r :
 

Ω (
n

) , Ω (
n

l o g
n

) , O (
n

l o g
n

) , O (
n

2 ) , Θ (
n

l o g
n

) .B e g r u n n e l s e :
 

M e r g e S o r t h a r e n d e t e r m i n i s t i s k k j ø r e t i d p å Θ (
n

l o g
n

) . D e te r b a r e g r e n s e n e o v e r ( a v d e t i l g j e n g e l i g e a l t e r n a t i v e n e ) s o m b e s k r i v e rd e n n e k l a s s e n .



I T 1 1 0 5 / T D T 4 1 2 0
⋅

2 0 0 4 – 1 2 – 1 3 S t u d e n t n u m m e r

S i d e 7 a v 7

O p p g a v e 6 ( 1 5 % )S t u d e n t L u r v i k s k a l s u m m e r e
n

p o s i t i v e f l y t t a l l ,
x [ 1 ] …

x [ n ] , s l i k a ta v r u n d i n g s f e i l e n b l i r m i n s t m u l i g . A v h e n g i g a v h v o r d a n d e t t e g j ø r e s , k a nd e u l i k e t a l l e n e d e l t a i e t u l i k t a n t a l l s u m m a s j o n e r . F o r e k s e m p e l v i l
x [ 1 ] ,

x [ 2 ] ,
x [ 3 ] o g

x [ 5 ] d e l t a i f l e r e s u m m a s j o n e r ( t r e ) e n n
x [ 6 ] ( é n ) i f ø l g e n d es u m m e r i n g s r e k k e f ø l g e :( ( (

x [ 1 ] + x [ 3 ] ) + (
x [ 2 ] + x [ 5 ] ) ) + x [ 6 ] )M e r k h e r a t b å d e t a l l - r e k k e f ø l g e n o g p a r e n t e s - s e t t i n g e n v e l g e s f r i t t .H v o r s t o r a v r u n d i n g s f e i l e n f o r e n s u m a v t o f l y t t a l l b l i r e r a v h e n g i g a vh v o r s t o r s u m m e n e r ( s t ø r r e s u m g i r s t ø r r e f e i l ) . L u r v i k i n n s e r a t d e t k a nv æ r e l u r t å s u m m e r e s l i k a t d e s m å f l y t t a l l e n e d e l t a r i f l e s t m u l i gs u m m a s j o n e r ( d e t v i l s i , d e k o m m e r “ d y p t ” i p a r e n t e s - s e t t i n g e n ) m e n s d es t o r e f l y t t a l l e n e d e l t a r i f æ r r e s t m u l i g . H v i s

p
(
i

) e r “ p a r e n t e s - d y b d e n ” t i lf l y t t a l l
x [ i ] ( a n t a l l p a r e n t e s e r u t e n f o r e l e m e n t e t ) s å d e f i n e r e r L u r v i k

feilent i l e n m u l i g l ø s n i n g s o m
p

( 1 ) ·
x [ 1 ] + p

( 2 ) ·
x [ 2 ] + … + p

(
n

) ·
x [ n ] .L u r v i k ø n s k e r n å å f i n n e e n p a r e n t e s - s e t t i n g s o m m i n i m a l i s e r e r d e t t e f e i l -u t t r y k k e t . S k i s s e r e n l ø s n i n g p å p r o b l e m e t . H v i l k e n d e s i g n m e t o d e b r u k e rd u ? V i s , m e d s t ø t t e i p e n s u m , a t l ø s n i n g e n e r k o r r e k t .S v a r :

 
D e t t e k a n l e t t l ø s e s v e d h j e l p a v e n g r å d i g h e t s a l g o r i t m e . H o l d s t y rp å a l l e s u m m e r s å l a n g t ( i e n h e a p ) o g s u m m e r h e l e t i d e n d e t o m i n s t e .D e t t e e r d e t s a m m e s o m g j ø r e s i b e r e g n i n g a v H u f f m a n - k o d e r , o ga l g o r i t m e n b l i r d e r f o r k o r r e k t .( M a n k a n s e

p
(
i

) s o m l e n g d e n p å k o d e n t i l s y m b o l
i

, m e n s
x [ i ] e rf r e k v e n s e n . H u f f m a n - k o d e r m i n i m a l i s e r e r f o r v e n t e t t e g n - l e n g d e , s o me r s u m m e n i o p p g a v e n o v e r . )


