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LASNINGSFORSLAG - GRAFIKK

OPPGAVE 1 Grafikk — Geometriske transfor mas oner (200 poeng )

Plan for transformasjonen:

Transler punktet (Xef, Yref, Zef) til 0rigo i Xyz-koordinatsystemet

Roter dlik at aksen S faller langs en av koordinataksene

Roter med vinkelen p/2 om aksen S dlik den ligger etter rotagonen i punkt 2

Skaler med faktoren 6 langs aksen S slik den ligger etter at punkt 3 er utfart

Roter dik at aksen Sfaller i sin opprinnelige retning (invers av punkt 2)

Trander dlik av punktet (Xer, Vref, Zef) blir liggende i sin opprinnelige posigon(invers
av punkt 1)

oukrwbdrE

Rotasjonen i punkt 2 kan tenkes utfart pa (minst) tre forskjellige méter:

- Ved hjelp av kvaternioner

- Ved utnyttelse av egenskapene til ortogonale matriser

- Ved & bestemme vinkler for rotasion om en og en koordinatakse i tur og orden dlik at
aksen S etter hver kommer til &falle langs en av koordinataksene

Den ferste metodenvil ikke i noe tilfelle fare med seg singulariteter i l@sningen. Deto andre
metodere kan fare med seg singulariteter ved uheldig kombinasjoner av verdier av vinklene
(aR,?) (Euler-vinkler, gimbal lock) dersom aksen Si utgangspunktet faller langs en av
koordinataksene.
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Dersom den farste metoden (kvaternioner) velges, vil det bli ngdvendig & omskrive den
resulterende kvaternionen til en matrise for konkatenering med de gvrige

transformasjonsmatrisene. Matrisen er komplisert, er arbeidskrevende a utlede og ventes ikke
husket.

Nar utgangspunktet for rotasionen er retningsvinkler, byr det a utnytte egenskapene ved
ortogonale matriser seg fram som en attraktiv metode. Denne velges til falgende utledning.
Delmatrisene for transformasjonen utledes i rekkefglgen gitt i ovenstaende plan.

1. Transler punktet (Xef, Vref, Zer) til Origo i Xyz-koordinatsystemet

Matrisen stilles opp direkte:

gl 0 0 -Xx4u
S 0 - u
) M,=8 Ve
@ 01 -z,u
D00 14

2. Roter dik at aksen Sfaller langs en av koordinataksene

Etter translagonen danner aksen S vinklene (a,R,?) med aksene i xyz-systemet. Vi velger &
rotere dik at aksen S kommer til &falle langs x-aksen. Vi tenker oss et koordinatsystem
X'y'Z med X' -aksen langs aksen S. Vi velger ogsa alay’ -aksen ligge i planet z = 0. Vi vil
finne uttrykk for komponentene av akseenhetsvektorene for systemet X'y’ z' i xyz-
systemet.

Vi far uten videre komponentene av enhetsvektoren langs x’ -aksen:

(2 &, =cos@)
3 e, =cosb)
(4) e, =cos(g)

Med y’-aksen i planet z = O er den sgkte enhetsvektoren langs y'-aksen [e, 0]. Siden

e,
X Tyy
€. 0g &, erortogonale og er enhetsvektorer, har vi:

(5) é’x' :éy' = ex'xey‘x + e><'yey‘y = ey'x COS(a) + ey‘y COdb) = 0

(6) &, =¢,e,+€e,86, =1

Dette gir oss nar vi forutsetter at b 1 p /2 (se diskusjonen av singulariteter):



_ cos@a)

(7) e, =-e, cos(b)
cos(a)

&, [1+ COS(b))]—
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| denne andregradslikningen kan vi vilkarlig velge den positive eller negative | gsningen.
Valget har ingen konsekvenser for resultatet. Vi velger a bruke den positive |@sningen:

) 1 _ cos(b)

8 - =

O g 1+ (E2X@)yey  Jeos(a) + cos’(b)
cos(b)

o . cos(a)

©) &, \/COSZ(a)+cosz(b)

(10) g,,=0

Komponentene av den tredje enhetsvektoren €, faes av vektorproduktet:

& § &
€& =6 & =|8x 8, &
Sx &y &

cos(a ) cos(g)

(11) i = ex'yey'z - xzeyy

Jcos @) +cos?(b)

cos(b) cos(g)
12 Vv =€ =
12) By = & Solyz = \Jcos?(@) +cos?(b)
cos’ (@) +cos’(b)
Jcosz(a)+cosz(b)

(13) & =88y - 80T

Den sgkte rotagonsmatrisen blir:

&, €, &, OU

%, €, &, 0

agm, =€ v S oo
= %zx ez‘y €, ou

€0 o o 1Y
é cos(a) cos(b) cos(g)
é cos(b) ] cos(a) 0

B g\/cos (@) +cos?(b) Jcosz(a) +cos?(b)

- €  cos(a)cos(g) cos(b)cos(g) cos’(a) + cos’*(b)
& -
eJcos (@) +cos?(b) Jcosz(a) +cos?(b) Jco§(a) +cos®(b)
3 0 0 0
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3. Roter med vinkelen p/2 om aksen S dlik den ligger etter rotasionen i punkt 2

Rotasjonsmatrisen kan stilles opp direkte:

el 0 0 Ou

; o, .p. 4 €0 0 0y
A5 M, =8 W) ) % P01 g
=e =X p
D0 0" 15 &0 0 1

4. Skaer med faktoren 6 langs aksen S slik den ligger etter at punkt 3 er utfert

Skaleringsmatrisen kan ogsa stilles opp direkte med s, =6, 5,=10g s, = 1:

¢, 0 0 Ou 6 0 0 Of
e u u

goym, =0 & 0 0@ 100
—27é 0 s, 04 & 0 1 0O
0 0 0 13 © 0 0 13

5. Roter dik at aksen Sfaler i sin opprinnelige retning

Matrisen blir den inverse av matrisen fra punkt 2). Siden matrisen er ortogonal, er den
inverse matrisen lik den transponerte

(A7) Mg=M,'=M; =

e cos(b) cos(a ) cos(g) ol
SCOS(a) JJcos?(@)+cos’(b)  4/cos?(a) +cos’(b) 3
Ceos(b) - —22) cos(b)oosle)
“ & \/cosz(a)+cosz(b) \/cosz(a) +cos?(b) i
o0 mwen)
é \/cos @)+cos’(b)
e 0 0 0 14

6. Trander dik av punktet (Xef, Vret, Zer) blir liggende i sin opprinnelige posison

Matrisen blir den inverse av matrisen fra punkt 1). Vi f& den inverse matrisen ved & skifte
fortegn pa trand asjonsstarrel sene:

A\

(18) M, =

P @O B
o O +» O

-~ O r O O
N
@
c

Den resulterende matrisen féar vi ved & konkatenere delmatrisene;
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(19) M = M M xM,, xM, XM, xM,

Konkateneringen forlanges ikke gjennomfert.

Drefting av sinqulariteter:

Dersomvinkelen b =p /2, det vil s at aksen Sligger parallelt med planet y = O, kan likning
(7) ikke settes opp. Dersom a 1 p /2, kan vi i stedet |gse likning (5) med hensyn pa e

y'x !
bestemme e,., ved hjelp av likning (6) og ende opp med de samme komponentene som er
duttresultatenei likningene (8) — (12).

Dersom ogsd a =p /2 bryter hele prosedyren sammen. | dette tilfellet ligger aksen S parallelt
med zaksen og ingen av uttrykkene i likningene (8) — (12) er gyldige. (Vi har den situagonen
som kalles "gimbal lock™). | denne situagonen kan vi fortsatt legge x’ -aksen lange aksen S.
Det vil g at vi etter trandagonen har X’ -aksen langs zaksen. y’ -aksen blir daliggende i planet
z = 0 og kan velges helt fritt. Skalarproduktet mellom enhetsvektoren langs y’ -aksen og den
langs X’ -aksen vil uansett bli 0. (Vi kan s at retningen pay’-aksen er udefinert. Det er dette
som skaper "gimbal lock™-problemet.) Den enkleste lgsningen ndr a =b =p /2 konstateres,
er & hoppe over trinnene 2 og 5 i transformasjonsplanen og for punkt 3 foreta rotasjonen om z
aksen. Den konsistente lasningen vil vaae a latrinn 2 vaare en rotagion med vinkelen p /2 om
y-aksen og trinn 5 rotasjonen tilbake.

OPPGAVE 4 Grafikk — Midtpunktsmetoden (200 poeng )

a) Likningen ma vaae paimplisitt form. Den hensiktsmessige formen er:

f(x,y)=b°%x*- a’y* - ab*=0

Asymptote
Stigningsforhold b/a
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b) | ferste kvadrant har hyperbelbuen en asymptote med stigningsforhold b/a. Den deriverte

av buen er over alt starre enn dette. Siden vi forutsetter a= b, vil den deriverte aldri bli
mindre enn 1. Det har som konsekvens at vi nar vi tegner ved hjelp av midtpunktmetoden,
ma ta enhetsskritt i y-retningen.

Vi innfarer en desigonsvarabel d:

d(x,y) =b*x*- a’y’ - a’b’

Generelt er bade a og b positive flyttall. Likningen er skalerbar dlik at vi kan gjgre om
koeffisientene a og b til heltall ved multiplikasion med en passende skaleringsfaktor.

(Xp: ¥p +D (X, +Ly, +1)
N‘/ NE./
17
(Xp Yp)
\ﬁ

Pikselet (x,,y,) ervagt og er evalueringspunkt for neste valg. Kandidater er pikslene
(XY, +D og (x,+1y,+1). Vikan avgjere valget ved a sette koordinatene

(X, +%,yp +1) for midtpunktet M inn i likningen for desigonsvariabelen. Av det

implisitte uttrykket f (x,y) ser vi a om vi for en gitt y-verdi setter inn en x-verdi som er
starre enn den som gir et punkt pa kurven, blir desisionsverdien d positiv. | safall faller
valget pa (X,, Y, +1) som neste piksel. Setter vi inn en x-verdi som er mindre, blir

desigonsverdien d negativ og valget faller p& (x,+1,y, +1) som neste piksd.

Desisionsverdien for valg palinjen y, +1 blir:

1 1
d,, :d(xp +E’ Yo +1) = bZ(Xp +E)2 - aZ(yp +1)2 - ad? =

b2
— hh2vy2 2 2.\,2 2 2 282
—bxp+bxp+z-ayp-2ayp-a -ab
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Med tanke pa & kunne beregne desisonsverdien ved inkrementasion, ser vi na videre til
line y, +2.

M | M
4 | /,6 | o
\ X, +Ly,+2 /
(Xp, Y, +2) (X, +2,y,+2)
(Xp!yp +1) (Xp+11yp+1)
4‘/ 0‘/

M /

(X, Yp)

N\

—ﬂ

Dersom (x,.y,+1) blevalgt pdlinje y, +1:

Kandidatpikslene palinje y, +2 er (x,,y,+2) og (x,+1y,+ 2) . Desisonsverdien
blir:

2
= b’ +b’x, +bZ_ a’ys - 4a’y, - 4a’- a’h’ =

= d+1 - 2a2yp - 3a2 = d+1 + D:I-Z

D), =-2ay, - 3a°
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Dersom (x,+1y, +1) blevalgt palinje y, +1;

Kandidatpikslene palinje Y, +2 er (x,+1y,+2) og (X, +2Y,+2). Desigonsverdien
blir:

dr =d(x +3 +2) =b?(x +§)2- a’(y,+2)%- a’h’ =

—*2 p 2’yp P2 Yo

2
= b2X’2) + 3bzXp + %' azyf, - 4a2yp - 4a2 B a2b2 =

=d,, +20%x, +2b*- 2a’y, - 3a® =d,, +Df

D}, = 2b°x, + 2b* - 2a’y, - 3a®

lgien ser vi patilfellet at (x,,y,+1) blevalgt pélinje y, +1;

Vi gér videre il linjen y, +3. Dersom d[; >0, er kandidatpikslene (x,,y, +3) og
(X, +1y, +3). Inkrementet blir ndr vi tar utgangspunkt i (X,, Y, +1) som
evalueringspunkt:

D5 =-2a%(y,+])- 3a° =D}, - 2a°

Dersom d), <0, er kandidatpikslene (x,+1y,+3) og (X, +2,y, +3). | dette tilfellet
blir inkrementet nér vi tar utgangspunkt i (x,,y, +1) som evalueringspunk:

D" =2b%*x, + 2b”- 2a’(y, +1) - 38’ =0 - 2a®

Og sé ser vi til dlutt igjen pa tilfellet at (x,+1y,+1) blevalgt palinje y, +1;

Ogsa her gér vi videretil linjen 'y, +3. Dersom d;5 >0, er kandidatpikslene
(X, +1y,+3) og (X, +2,y, +3). Inkrementet blir nar vi tar utgangspunkt i
(x, +1y, +1) som evalueringspunk:

DY = - 2a(y, +1) - 3a° = D), - 24"

Dersom d), <0, er kandidatpikslene (X, +2,y,+3) og (X, +3,y,+3). | dettetilfellet
blir inkrementet ndr vi tar utgangspunkt i (X,,Y, +1) som evalueringspunk:

DI = 212 (x, +1) + 207 - 2a’(y, +1) - 3a% = DS +2b7 - 2a?
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Det stér igjen & bestemme startverdier. Tegningen skal starte i punktet der vy, =0. Her
har x verdien:

Xstart = a
Vi far:

2

d..  =b%a? +b2a+%- a?- a’b? :bz(a+%)- a’

+1start
DTZ start — - 3a’
D15 g =2b%a+ 20%- 3a°=2b%*(a+1) - 3a°

Ved skalering av koeffisientene i uttrykker for desigonsvariablen, maen for a sikre at
operasjonene kan utfares som heltall soperasjoner, passe pa at koeffisienten b blir delelig
med 2.

| ovenstdende er ikke situagonen d,, =0 behandlet. For dette tilfellet ma det gjeres et
konsekvent valg om ategne N- eller NE-pikselet.

d) Algoritme for tegning av hyperbelen:

Initier d,,, D}, og D)5 med startverdiene fra deloppgave c)

X—- a
y- 0
Plott (X, y)
Mott (-x, -y)
Gjentatil for eksempel x har nadd en gitt maksimalverdi
y- y+1
Hvis d,, >0
d+1 - d+1 + Dljz
D'\iz = DN+2 - 2a2
DY, = D', - 2a’
ellers
X X+1
d,; - d+1+|ijz
D'llz = D\iz - 28’
D =D +2b° - 2a°
dutt hvis
Plott (X, y)
Fott ( X, -y)
Plott (-x, y)
Plott ( -x,-y)

dutt gjenta



