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Oppgave 1
a)

Malfunksjonen (1) summerer profitten ved & produsere x; bord og x, stoler.
Restriksjon (2) sier at antall enheter produsert ikke overstiger kapasiteten til maskinen
som brukes i produksjonen. Restriksjon (3) sier at man ikke kan produsere/selge flere
stoler enn ettersparselen tilsier. Restriksjon (4) sier at man ikke far bruke mer eik enn
det man kjaper inn i hver periode. Restriksjon (5) sier at man ma minst produsere 5
bord, slik at man far dekket avtalen. Restriksjon (6) sier at man ikke far produsere et
negativt antall stoler.

b)
Pa utvidet form, med slakk-, overskudd- og kunstvariabler blir formuleringen:

max Z = 4021 + Hhao
T+ a9+ 81 = 50
—3x1 + 19 + 89 =10

Aoy + 2g + 53 = 120

Ty — sS4t ag=2>5

r1,T9, 81,89, 83, 54,04 = ()

For & bruke big-M metoden innfarer vi en straff i malfunksjonen for a bruke
kunstvariabelen as:

max Z = 40x; + 55X, — May

Dette skriver vi som Z — 40x; — 55x, + May = 0. Ettersom as = 5 — Xy + S4, kan vi
videre skrive

Z— (40+M)X1 —55%, +Ms, = -5M

hvor malfunksjonslinjen er uttrykt uten a bruke noen av startbasisvariablene (sy, s,, S,
a).

Da kan vi sette opp start-tabla for big-M metoden:
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BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 rhs
Z 1 -40-M | -55 0 0 0 M 0 -5M
sl 0 1 1 1 0 0 0 0 50
s2 0 -3 1 0 1 0 0 0 10
s3 0 4 2 0 0 1 0 0 120
a4 0 0 0 0 0 -1 1 5

Her ser vi at x1 skal pivoteres inn (minste reduserte kostnad), og at a4 skal pivoteres
ut (i henhold til forholdstallstesten). Dette gir falgende tabla:

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 ad rhs
Z 1 0 -55 0 0 0 -40 40+M | 200
sl 0 0 1 1 0 0 1 -1 45
s2 0 0 1 0 1 0 -3 3 25
s3 0 0 2 0 0 1 4 -4 100
x1 0 1 0 0 0 0 -1 1 5

Her ser vi at vi har en tillatt lgsning til det opprinnelige problemet (kunstvariabelen tar
verdien 0). Den tillatte basisen bestar av s1, s2, s3 og x1, med verdier som angitt i rhs-
kolonnen.

c)

Vi legger farst merke til at begge tablaene (bade til Per og Kari) inneholder regnefeil,
til tross for hva studentassistenten og eksamensoppgaveteksten sier. Dog er det mulig
a besvare oppgaven som den er, uten a rette opp regnefeilene.

Det vi ser her er at det er flere forskjellige optimale basiser, fordi det er tre
restriksjoner som skjerer i det optimale punktet: bade (2), (3) og (4) er bindende i
optimum, men bare to av de tilhgrende slakkvariablene trenger a vere ikke-basisk
(fordi problemet bare har to beslutningsvariabler). Altsa kan en av slakkvariablene
vaere i basis (med tilhgrende verdi 0'), og vi kan variere dette pa tre mater (to av dem
er representert ved lgsningene til Per og Kari).

Vi ser dette ved at vi har en degenerert basis der noen av slakkvariablene er i basis
med verdi 0.

Vi kan ogsa svare ved a papeke at problemet har alternative optimale dual-lgsninger.

d)
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Optimal lgsning er x1 = 10, x2 = 40, og Z = 2600. Det finnes bare én optimal lgsning
her (kan vise dette for eksempel ved & tegne problemet grafisk).

e)

| dette svaret forutsetter vi at analysen gar ut fra tablaene slik de er gitt i
oppgaveteksten (dersom man benytter matriseberegninger vil man fa noe forskijellige
svar, ettersom tablaene, slik de star, ikke er konsistente med starttablaet).

Vi ma analysere begge tablaene (bade til Per og til Kari). La oss starte med Pers tabla,
og endre hgyresiden av opprinnelig restriksjon (3) med A. Det er s2 som er den
tilhgrende slakkvariabelen, og som derfor sier oss hvordan det optimale tablaet endres
av endringen i det opprinnelige tablaet:

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 RHS

z 1 0 0 0 15/4 |0 0 M 2600 + A*15/4
s4 0 0 0 1/4 -1/4 0 1 -1 5- A4

X2 0 0 1 3/4 1/4 0 0 40 + Al4

s3 0 0 0 -10/4 | 10/4 |1 0 0+ A*10/4

x1 0 1 0 1/4 -1/4 0 0 0 10-A/4

Vi ser at en endring pa A gir en endring i malfunksjonen pa A*15/4. For hvilke A
gjelder dette? Jo, sa lenge hayresidene er ikke-negative. Dette gjelder kun dersom
0<A<20.

La oss gjare det samme ut fra Karis tabla. Dette gir:

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 RHS

z 1 0 0 0 55 205/10 | O M 2600 + A*55
sl 0 0 0 1 -1 -4/10 |0 0 —A

X2 0 0 1 0 1 3/10 0 0 40 + A

s4 0 0 0 0 0 1/10 1 -1 5

x1 0 1 0 0 0 1/10 0 0 10

Her ser vi at en endring pa A gir en endring i malfunksjonen pa A*55. Dette er dog
gyldig kun dersom hgyresidene forblir ikke-negative, hvilket svarer til -40 < A <0.

Vi kan altsa konkludere med at bedriften tjener 15/4 kroner per enhet i gkt fast
ettersparsel, mens de taper 55 kroner per enhet i redusert fast ettersparsel.
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Tillegg til LF: For a se hvordan Per og Kari kunne komme fram til ulike tablaer (vi
vil her rette opp regnefeilene som ble gjort ogsa) start med tablaet fra deloppgave b):

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 ad rhs
Z 1 0 -55 0 0 0 -40 40+M | 200
sl 0 0 1 1 0 0 1 -1 45
s2 0 0 1 0 1 0 -3 3 25
s3 0 0 2 0 0 1 4 -4 100
x1 0 1 0 0 0 0 -1 1 5

Dette er ikke optimalt. Pragver farst a pivotere inn x2 (ut gar da s2):

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 ad rhs
Z 1 0 0 0 55 0 -205 | 205+M | 1575
sl 0 0 0 1 -1 0 4 -4 20
X2 0 0 1 0 1 0 -3 3 25
s3 0 0 0 0 -2 1 10 -10 50
x1 0 1 0 0 0 0 -1 1 5

Resultatet er fremdeles ikke optimalt. Vi ma na pivotere inn s4, og ut gar da s1 (eller
s3, se nedenfor), noe som gir tablaet til Per (korrigerte tall i fet skrift):

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 rhs
Z 1 0 0 205/4 | 15/4 0 0 M 2600
s4 0 0 0 1/4 -1/4 0 1 -1 5

X2 0 0 1 3/4 1/4 0 0 0 40
s3 0 0 0 -10/4 | 1/2 1 0 0

x1 0 1 0 1/4 -1/4 0 0 10

Eventuelt kan vi altsa pivotere inn s4 og ut s3 (for s1, se ovenfor), og dermed fa
tablaet til Kari (korrigerte tall i fet skrift):

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 rhs
z 1 0 0 0 14 205/10 | O M 2600
sl 0 0 0 1 -1/5 -4/10 |0 0

X2 0 0 1 0 4/10 | 3/10 0 0 40
s4 0 0 0 0 -1/5 1/10 1 -1 5

x1 0 1 0 0 -1/5 1/10 0 0 10
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For gay, la oss ogsa se hva som skjer nar vi (fra sist oppgitte tabld) pivoterer inn s2 i
bytte med s1:

BV Z x1 X2 sl s2 s3 s4 a4 rhs
Z 1 0 0 70 0 -15/10 | O M 2600
s2 0 0 0 -5 1 2 0 0

X2 0 0 1 2 0 -1/2 0 0 40
s4 0 0 0 -1 0 1/2 1 -1 5

x1 0 1 0 -1 0 1/2 0 0 10

Dette tablaet er ikke optimalt (da en av de reduserte kostnadene er negative), men vi
har den optimale lgsningen for x1 og x2 (det vi mangler er en optimal dual-lgsning).
Vi har en degenerert basis ogsa her, fordi en av basisvariablene (s2) har verdi 0.




Oppgave 2

a)

La ¢ veere antall klienter i kg og under betjening i det gyeblikket en ny
klient ankommer. Dersom klienten velger a entre kgen vil den forventede
tiden kunden vil befinne seg i systemet veere (i + 1)/ (¢ andre klienter
foran den nyankommede i systemet + betjeningen til den nyankommede
selv) og netto gevinst vil veere R — C€G+Y - Dersom klienten ikke entrer
kgen vil netto gevinst vaere 0. Vi gnsker a finne det minste antall kunder,
n, som gjor at en nyankommet klient ikke vil entre kgen. Dette tallet n

kan finnes ved a betrakte fglgende to ulikheter

R— C((n—ul)—&-l) >0 (1)
R— C("/j DI 2)

Ulikhet (1) beskriver caset hvor antallet i systemet er n—1 og netto gevinst
for & entre kgen er ikke-negativ (og klienten entrer), mens (2) beskriver
caset hvor antallet kunder allerede i systemet er n og netto gevinst for a
entre er negativ. Med omskriving kan n na uttrykkes som n < %, som
videre gir (3).

n= |12 3

Fadsels- og dedsprosessen kan tegnes som vist under, hvor tilstanden angir
antall i systemet. Merk at det maksimalt vil veere n klienter i systemet
ettersom ingen vil klienter vil ha positiv netto gevinst av a entre kgen
dersom det allerede er n klienter til stede (og vil da heller ikke entre
kgen).

A A A A
I p 7 I

Selv om det i dette kgsystemet ikke er en eksplisitt gvre begrensning pa an-
tall som kan veere i systemet samtidig, sa vil klientenes gevinst-funksjon
regulere dette. Siden ankomstene er Poisson, betjeningen er eksponen-
tialfordelt, antallet betjenere (leger) er 1 og maksimalt antall klienter i
systemet samtidig er n, kan man betrakte systemet som en M /M /1/n-kg,
uttrykt med Kendalls notasjon.

For a finne et uttrykk for sannsynligheten for at det er i klienter i sys-
temet, p;, starter vi med a se at sammenhengen mellom p;, p;_1 og py kan
uttrykkes som i (4). Na folger vi samme utledning som lsereboka pa side
786 og far forst et uttrykk for po (5) og deretter p; (6).

A .
pi = ;pi—l = ppi—1 = p"Po (4)



d)

1 1— pn+1 1— P
Po ZZ‘L:O p,L /( 1— P 1— pn+1 ( )

1-p

pi=pr s (6)
Klientene vil entre systemet dersom det er faerre enn n klienter der allerede.
Sannsynligheten for at en klient da velger a entre systemet, si pg, er
summen av sannsynlighetene for at det er 0 til n — 1 klienter allerede

i systemet nar den nye klienten ankommer, som er lik sannsynligheten
1 — P(entrer ikke).

n—1
n lip 17pn
pE=) pi=topn =Pt = (7)
i=0

Ved hjelp av Littles formel kan vi uttrykk forventet tid i systemet, W som:

W =

1| b

hvor A er gjennomsnittlig ankomstrate, og gitt av:

oo n—1
A= Z)\ipi = )\Zpi = )\(1 _pn) = A\pE
=0 =0

Dette gir folgende forventede tid i systemet ved a sette inn parameterver-
diene:

W = 5.3952/3.8450 = 1.403

Merk at vi i dette systemet ikke har lik A for alle tilstander (A; = 0 nar
i > n) og derfor ma beregne en gjennomsnittlig ankomstrate.

I stedet for at klientene kan sjekke om den faktiske kglengden er n eller mer
ved ankomst og dermed ikke entre kgen, ma kundene na gjgre beslutningen
basert pa forventet antall hos legekontoret mens de enna er hjemme. Det
vil fgre til at noen klienter vil fa positiv nettogevinst, forbi den faktiske
kglengden var kortere enn forventet, mens andre klienter far negativ netto
gevinst. Det vil altsa ikke veere en gvre grense for hvor mange som vil
veere 1 systemet og med fortsatt Poisson ankomst og betjening og én lege,
vil vi na ha en M/M/1-ke.

Den faktiske ankomstraten, ~, vil reguleres av klientenes beslutninger som
tas med bakgrunn i forventet netto gevinst (8). Merk at klientene ikke har
informasjon om hvor mange som befinner seg i systemet pa tidspunktet
den tar beslutningen, men kun informasjon om forventet antall og tid i
systemet. Siden forventet tid i systemet i en M /M /1-kg med ankomstrate
v er 1/(p — ) er forventet kostnad C/(u — 7).



R-C g (8)
Ankomstraten, v, vil regulere seg slik at forventet nettogevinst er 0 (9).
Grunnen til dette er at dersom man har positivt forventet nettogevinst,
vil flere klienter se det som fordelaktig & dra til legekontoret og v vil gke
helt til nettogevinsten er 0. Pa samme mate vil feerre dra til legekontoret
dersom nettogevinsten er negativ. Dermed kan + utrykkes som i (10).

1
R-C——=0 9
=" ®)
C
TE=ET R (10)

h) Ved a bruke den oppgitte formelen L i et M /M /1-system, kan man beregne
W vha. Littles formel, pa samme maéate som i e).

T w0 (1)

L 1 R 100
Y (=
p— (e R)
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Oppagave 3 (20 %)
a)

Vi definerer forst falgende beslutningsvariable:
y; = antall vindmgller i park i, i = 1,2 (heltallsvariabel)

x; = 1 dersom overfgringskabel [ benyttes for vindmellepark i, og O ellers
(bineervariabel)

Vi gnsker & minimere kostnader samtidig som vi ma tilfredsstille falgende
restriksjoner:

1. @vre grense pa antall vindmgller i hver park.

2. Overfgringskapasiteten ma vaere minst like stor som det som totalt
(gjennomsnittlig) produseres i hver vindmgllepark.

3. Det kan kun veare én overfaringskabel fra hver vindmgllepark.

4. Kontraktsforpliktelser for levering av strgm.

Dette kan vi da modellere pa fglgende mate (restriksjonsnumrene sammenfaller med
listen over):

2 L 2
minz=ZCMyi+ZZClLix” ©)
=1 =1 i=1

yi <N i=1,2 (1)
L
Py; < 2 Quxy 1=12 2)
=1
L
Z X <1 i=12 (3)
=1
2
Z Py; =D (4)
=1
y; = 0, og heltallig i=1.2 (5)
x,; € {0,1} 1=12,..,Logi=12 6)

En kan legge merke til at det i restriksjon (3) er < og ikke =. Det er fordi en ikke
ngdvendigvis behgver noen overfgringskabel dersom en ikke velger & ha noen
vindmgller i den aktuelle parken.
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b)

Na er det altsa opptil tre mulige vindmglleparker, sa variablene y; og x;; ma defineres
for i = 1,2,3. Det samme gjelder for restriksjonene (1), (2), (3) og (5). I tillegg
definerer vi na en ny variabel &5 som er lik 1 dersom bedriften etablerer den tredje
vindmglleparken, og O ellers.

Den opprinnelige modellen ma dermed endres som falger:

3 L 3
min z ZZ CMyi +ZZC{;xh +C163 (O,)
i=1 =1 i=1

y; <N i=123 (17)
L
Py < ) Qi i =123 2)
1=1
L
qu <1 =123 (3)
=1
3
D Pyi=D @)
=1
y; = 0, og heltallig i=123 (5%
x; € {0,1} l=12,..,Logi=123 (6)

En kan imidlertid merke seg at dersom x;3 = 1, betyr det at en velger
overfgringskabel [ fra vindmgllepark 3 til park 1. Det betyr videre at den valgte
overfgringskabelen fra park 1 til land ma ha tilstrekkelig kapasitet til & kunne overfagre
det som produseres fra begge vindmglleparkene 1 og 3. Dette ma inn i en ny
restriksjon som fglger:

L
Py +Pys < ) Qi (™)
=1

En ma ogsa sikre seg at en kun bygger vindmeller i park 3 dersom en faktisk har
etablert vindmglleparken (altsa at §; = 1). Den falgende restriksjonen vil sikre dette:

Y3 < N (8"
65 € {0,1} )

10



