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Oppgave 1 For hvilke x konvergerer rekken ∑∞n=1(7x)n?

Rekken ∑∞n=1(7x)n er en geometrisk rekke, så den er konvergent hvis og bare hvis |7x| < 1.
Dvs. hvis og bare hvis −1/7 < x < 1/7.

Oppgave 2 Finn tredjegrads Taylorpolynomet om x = 1 til f(x) = ln(x2).

Vi har f(x) = ln(x2), f ′(x) = 2x
x2 = 2

x
, f ′′(x) = −2

x2 og f (3)(x) = 4
x3 , så Taylorpolynomet om

x = 1 til f(x) = ln(x2) er f(1) + f ′(1)(x− 1) + f ′′(1)
2 (x− 1)2 + f (3)(1)

6 (x− 1)3 = 0 + 2(x− 1)−
(x− 1)2 + 4

6(x− 1)3 = 2(x− 1)− (x− 1)2 + 2
3(x− 1)3.

Oppgave 3 Vis at punktet (1, 2) ligger på kurven

xy3 − x3y = 6.

Finn deretter likningen for tangenten til kurven i dette punktet.

Hvis (x, y) = (1, 2) da er xy3−x3y = 23−2 = 6, så punktet (1, 2) ligger på kurven xy3−x3y = 6.
Ved implisitt derivasjon får vi y3 + 3xy2 dy

dx
− 3x2y − x3 dy

dx
= 0 hvorav følger at y3 − 3x2y =

(x3 − 3xy2) dy
dx

og dermed at dy
dx

= y3−3x2y
x3−3xy2 .
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Det følger at stigningstallet til tangenten til kurven i punktet (1, 2) er 23−6
1−12 = −2

11 , og dermed
at likningen for tangenten til kurven i dette punktet er y − 2 = −2

11 (x− 1) eller y = −2
11 x+ 24

11 .

Oppgave 4 Bestem c slik at funksjonen

f(x) =


sin(3x)
x

x 6= 0,
c x = 0

er kontinuerlig i x = 0.

Funksjonen f er kontinuerlig i x = 0 hvis og bare hvis limx→0 f(x) = f(0). Vi har limx→0 f(x) =
limx→0

sin(3x)
x

= 3 limx→0
sin(3x)

3x = 3 og at f(0) = c, så f er kontinuerlig i x = 0 hvis og bare
hvis c = 3.

Oppgave 5 En bil bruker 3, 6 + 0, 001v2 liter bensin per time når den kjører med en
hastighet på v kilometer i timen. Ved hvilken hastighet bruker bilen minst bensin per kilometer,
og hva er forbruket da?

Vi antar at v > 0 (hvis v = 0 kjører bilen ikke og det gir derfor ikke mening å snakke om
bilens forbruk av bensin per kilometer). Vi har da at bilens forbruk av bensin per kilometer er
f(v) = 3, 6v−1 + 0, 001v. Vi skal altså finne minimum for dette uttrykket. Vi begynner med å
derivere og får f ′(v) = −3, 6v−2 +0, 001. Vi har derfor at f ′(v) = 0 hvis og bare hvis v = 60. Vi
ser at f ′(v) < 0 for 0 < v < 60 og at f ′(v) > 0 for v > 60. Funksjonen f(v) har altså minimum
for v = 60. Dvs. bilen bruker minst bensin per kilometer når hastigheten er 60 kilometer i
timen, og forbruket er da 3, 6 + 0, 001(60)2 = 7, 2 liter per time eller 7, 2/60 = 0, 12 liter per
kilometer.

Oppgave 6 Estimer integralet
∫ 1

0 sin(x2)dx med en feil mindre enn 0, 02.

Vi benytter trapesmetoden. La f(x) = sin(x2). Hvis vi inndeler intervallet [0, 1] i n deler,
er feilen ved trapesmetoden mindre enn M

12n2 hvis M > |f ′′(x)| for alle x ∈ [0, 1]. Vi har at
f ′(x) = 2x cos(x2) og at f ′′(x) = 2 cos(x2) − 4x2 sin(x2). Vi har altså at |f ′′(x)| < 6 for alle
x ∈ [0, 1], så hvis vi deler intervallet [0, 1] i 5 deler er feilen ved trapesmetoden mindre enn 0, 02.
Trapesmetoden gir oss da at integralet

∫ 1
0 sin(x2)dx tilnærmelsesvis, med en feil mindre enn

0,02, er lik 1
10(sin(0)+2 sin((1/5)2)+2 sin((2/5)2)+2 sin((3/5)2)+2 sin((4/5)2)+sin(1)) = 0, 314.
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Oppgave 7 Finn tyngdepunktet til området avgrenset av x-aksen, kurven y = x sin(x2 ) og
linjene x = −π og x = π.

Tyngdepunktet til området er gitt ved (x, y) = (My
M
, Mx
M

) hvor

Mx =
∫ π

−π
ỹ dm =

∫ π

−π

1
2x sin(x2 )x sin(x2 ) dx = 1

2

∫ π

−π
x2 sin2(x2 ) dx =

∫ π

0
x2 sin2(x2 ) dx

= 1
2

∫ π

0
x2(1− cosx) dx = 1

2

[1
3x

3 − x2 sin x− 2x cosx+ 2 sin x
]π

0
= π3

6 + π,

My =
∫ π

−π
x̃ dm =

∫ π

−π
x2 sin(x2 ) dx = 0

og

M =
∫ π

−π
dm =

∫ π

−π
x sin(x2 ) dx = 2

∫ π

0
x sin(x2 ) dx = 2

[
−2x cos(x2 ) + 4 sin(x2 )

]π
0

= 8.

Dvs. tyngdepunktet til området er (x, y) = (My
M
, Mx
M

) = (0, π3

48 + π
8 ).

Oppgave 8 Vis at f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
n! 2n x

2n er en løsning til initialverdiproblemet

y′′ + xy′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Vi har at
∣∣∣ x2n+2

(n+1)!2n+1
n!2n
x2n

∣∣∣ = x2

2(n+1) → 0 for alle x ∈ R, så det følger av forholdstesten at

potensrekken
∞∑
n=0

(−1)n
n! 2n x

2n er konvergent for alle x ∈ R. Funksjonen f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
n! 2n x

2n er

derfor uendelig mange ganger deriverbar på R. Vi har dessuten at f ′(x) =
∞∑
n=1

(−1)n
n! 2n 2nx2n−1 =

∞∑
n=1

(−1)n
(n− 1)! 2n−1x

2n−1 og at f ′′(x) =
∞∑
n=1

(−1)n
(n− 1)! 2n−1 (2n− 1)x2n−2 =

∞∑
n=0

(−1)n+1

n! 2n (2n+ 1)x2n

for alle x ∈ R, og dermed at

f ′′(x) + xf ′(x) + f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n+1

n! 2n (2n+ 1)x2n + x
∞∑
n=1

(−1)n
(n− 1)! 2n−1x

2n−1 +
∞∑
n=0

(−1)n
n! 2n x

2n

= −1 + 1 +
∞∑
n=1

(
(−1)n+1

n! 2n (2n+ 1) + (−1)n
(n− 1)! 2n−1 + (−1)n

n! 2n

)
x2n

=
∞∑
n=1

(
(−1)n
n! 2n (−2n− 1 + 2n+ 1)

)
x2n

= 0.
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Da vi også har at f(0) = 1 og at f ′(0) = 0 følger det at funksjonen f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n
n! 2n x

2n er en

løsning til initialverdiproblemet

y′′ + xy′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.


