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Oppgave 1

a) Finn generell løsning av differensiallikningen y′′ + y = 0.

b) Finn generell løsning av differensiallikningen y′′ + y = sin 2t+ t2 + 1.

Oppgave 2

La V være det reelle vektorrommet av alle polynomer i én variabel, x, av grad
mindre enn eller lik 2, det vil si V = {a0 + a1x+ a2x

2 | a0, a1, a2 ∈ R}. Definer en
funksjon T : V → V gitt ved at T (f(x)) = (x+ 1)f ′(x) + f(x) for alle polynomer
f(x) i V , der f ′ er den deriverte av f . La

A =

1 1 0
0 2 2
0 0 3

 .
a) Vis at B = {1, x, x2} er en basis for V . Vis at T er en lineærtransformasjon.

Vis at [T (f(x))]B = A[f(x)]B for alle f(x) i V , der [g(x)]B er koordinat-
vektoren til g(x) i V med hensyn på B.

b) Finn dimensjonen til kolonnerommet til A. Avgjør om A er inverterbar (in-
vertibel).

Oppgave 3

La A =


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.

a) Finn egenverdiene til A og en basis for hvert av egenrommene. Er A diago-
naliserbar?

b) A er overgangsmatrisen i en markovkjede. Finn likevektsvektoren (steady-
state-vektoren) til A.
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Oppgave 4

Finn den generelle løsningen av systemet x′(t) = Ax(t) av differensiallikninger,
der

A =


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 og x(t) =

x1(t)
x2(t)
x3(t)

 ,
og x1, x2 og x3 er deriverbare reelle funksjoner av én reell variabel. Finn en spesiell
løsning som er slik at

x(0) =

3
3
2

 .
Hva skjer med denne løsningen når t→∞?

Det oppgis at  1
2
−1

 ,
3
0
1

 og

 0
3
−5


er egenvektorer til A, som hører til egenverdiene henholdsvis −1, −2 og −2.

Oppgave 5

a) Vis at

Re
(1− ei(n+1)θ

1− eiθ
)

= 1
2

(
1 +

sin((n+ 1
2)θ)

sin θ
2

)
,

der 0 < θ < 2π. (Vink: Multipliser teller og nevner i brøken vi skal finne
realdelen av med e−iθ/2.)

b) Vis at

1 + cos θ + cos 2θ + · · ·+ cosnθ = 1
2

(
1 +

sin((n+ 1
2)θ)

sin θ
2

)
for 0 < θ < 2π. (Vink: Du kan bruke formelen 1 + z + z2 + · · · + zn =
(1− zn+1)/(1− z), der z 6= 1, for en endelig geometrisk rekke.)

Oppgave 6

La A være en n × n-matrise. Vis at A er symmetrisk og positivt definitt hvis og
bare hvis det fins en inverterbar (invertibel) n×n-matrise som er slik at A = BTB.

(At en symmetrisk matrise A er positivt definitt, betyr at xTAx > 0 for alle x 6= 0.
Dette er ekvivalent med at alle egenverdiene til A er positive.)


