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Lgsningsforslag

Oppgaven kan, for eksempel, lgses ved hjelp av Lagrange-interpolasjon eller Newtons interpola-
sjonsformel.

e Lagrange-interpolasjon:

x(x—1)(x —2)
“I(-1-1)(-1—2)
(z+ Dz(z—2) (x+ Dz(x—1)
- 10 (1+1D)1(1-2) L5 (2+1)2(2—1)

1 1
= —5(373 —32% +2z) + Z(ch —22% — 1 +2)

(x4+1)(z—1)(z-2)

piz) =30 1(-D)(-2)

+05

1 1
+ §(T3 — 32% — 27) — Z(TS — )

= 0,522 — 2,00 4+0,5

e Newtons interpolasjonsformel: Tabellen over dividerte differenser er gitt ved

Li f(fz) f[xi7xi+1] f[xi7xi+17xi+2] f[%i7~--7=’17i+3]
—-1,0 3,0
—2,5
0,0 0,5 0,5
—-1,5 0,0
1,0 -1,0 0,5
—0,5
20 —1,5

s& interpolasjonspolynomet blir

p(z) = 3,0 —2,5(z + 1,0) + 0,5(x + 1,0)z 4+ 0,0(x + 1,0)z(x — 1,0)
= 0,522 — 2,0z +0,5.

Vi kan skrive initialverdiproblemet pa formen

y' 44y = 2sin2t [1 — u(t — )], y(0) =0, ' (0)=0. (%)

La sa Y(s) = Z{y(t)}. Legg merke til at sin 2t = sin 2(¢t — ). Laplace-transformerer si (). Det

gir
4
2 _ —Ts
det vil si
=L e,
(52 4 4)2
Ettersom

(sin 2t — 2t cos 2t) ,

B~ =

4
,f—l{w}zsin%*sin%:
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gir andre forskyningsteorem at
y(t) = L1V (s)} = %(sin 2% — 2t cos Qt)—i (sin2(t — 7) — 2(t — 7) cos 2(t — m))ult — )

= i(sin 2t — 2t cos 2t) —i (sin2t — 2(t — ) cos 2t )u(t — )

_ {i(sin?t —2tcos2t) for0<t<m,
— 5 cos2t for t > m.
Den retningsderiverte til f(x,y) i punktet (1,1) langs vektoren a kan uttrykkes som
a

Daf(1,1) = Tal

Med andre ord, vil Def(1,1) = 0 for de enhetsvektorene e som star ortogonalt pa V f(1,1).
Gradienten til f(z,y) = In(2? + €2¥¥) er gitt ved

e Vf(1,1).

af- af. 2 2zy\s 2zxy s
Vf= a—xH— a—y_] = m((x+ye i+ ze*™Yj),
slik at 5
2\ 2.
Vf(l,1)= 1_’_62((1—1—@ )i+ €e%j).
Altsa er 4
2 2ys
e=——o=o-="o(—€e“i+(1+e .
V1 + 2e2 + 2t ( ( i)
a) Grafen til den 27-periodiske utvidelsen til f(z) er gitt ved figuren under.
f(z)
eﬂ'
e ~——
x
—37 —27 -7 m 27 3T
Den komplekse Fourier-rekken til f(x) er gitt ved
e .
f(x) ~ Z Cneznz7
der
1 [ Cinm 1/”__4“ 1 T qeimal”
.= — de = — Te—in@ Qo — — | (1+in)x
n=9p | e T ) ¢ S

—T

1 1 1 N 11 o
:27r<_1+me R P )Z%Hm(_l) (" =)
sinh7 (—=1)™(1 — in)

T 1+ n?2 '
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Altsé er den komplekse Fourier-rekken til f(z) gitt ved

sinhm o= (=1)*(1—in) ;..
flz) ~ . Z BT e,

n—=—oo

b) Ettersom f(x) er kontinuerlig i x = 0 far vi at

F0) = 1= sin:ﬂ i (—=1)"(1 — in)

= 1+ n?2
inh 1 ) 1424 142 1—12 1—2: 1—3:¢
_ sinhm /0 +3; +20 141 f1- z+ i 3z+.”
T 143 1422 1+12 1412 1+422 1+32
_ 2sinh7 i (—1)"
= 5
T = 1+n
slik at
—1+n? ~ 2sinh7’
Ettersom f(z) har et sprang i = 7 far vi at
1 sinhm o= (=1)*(1—in)
+ — _ . _ mm
§[f(77 )+ f(n7)]= coshm = - n;m Tz ¢
sinh7 o= (=1)"(1 —in)
_ sinhw i 1—in
oo — 1+4+n?
2sinh S|
= 1 ——
T ( + ;::2 1+ nQ>7
slik at
i 1 mcoshm 1= s B
:21+n2 ~ 2sinh7 ~ 2tanhm
Integralligningen kan skrives pa formen
f(@) = (fxg)(x) = 6"”, g(x) = e, (%)
La sa f(w) = .Z(f). Fourier-transformerer sa (x). Det gir
f(w) = Vorf(w \/7w2 +16 \/711)2 +1’
det vil si
8 A w248 . \/5 1
11— ——— = — =/——.
( w? + lﬁ)f(w) w? + 16f(w) Tw? +1
Altsa har vi at
. 2 w? 4 16
fw) = \/;(wz T2 +8)
Delbrgkoppspalting gir s
w2+16—1+ 8 S S G S
(w2 +1)(w2+8) w2+1 (w2+1D(w2+8) w2+1 T7T\w2+1 w2438
1 58
ST\ w?+1 w?+8)
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Finner si f(x) ved & ta inverstransformasjonen, det vil si

fle)=FNf) = ;(156—90' - 2\8/56—2ﬁz|>: %(156—@\ — 2v/2e V2l

@ a) Setter inn u(x,t) = F(z)G(t) 1 ut = uge + 2u. Det gir

F(2)G(t) = F"(2)G(t) + 2F(2)G(t) det vilsi F"(2)G(t) = F(z)(G(t) — 2G(t)),
slik at

F'(z)  G(t) —2G(1)
F(z) Gt
—_— Y——
k k
Dette gir fglgende to 2. ordens ordinere differensialligninger

F"(x) — kF(z) =0, (1)
G(t) — (k+2)G(t) = 0. (2)

Lgser sa (1), gitt randbetingelsene u,(0,t) = 0 og uy(m,t) = 0, det vil si F'(0) = 0 og
F'(m) = 0. Med andre ord,

F"(x) — kF(z) =0, F'(0)=0, F'(r)=0. (1)
Vi har tre muligheter for k:
(i) k= p? > 0: Innsatt for k = p? i (1') far vi
F'(z) — p*F(x) = 0.
Denne ligningen har lgsning
F(z) = AeP® + Be 7.
Ettersom
F'(z) = p(AeP” — Be™P?),
gir F/(0) =0 at A= B. Fra F'(7) =0 far vi
F'(m) = Ap(eP™ — e P™) = 2Apsinh pr = 0.

Altsd m& A = 0. Dermed star vi kun igjen med den trivielle lgsningen u(z,t) = 0.
Altsd er £ <0.

(ii) k = 0: Innsatt for k=01 (1') far vi
F(x) =0,
som har lgsning F'(z) = Az + B. Fra F'(0) =0

vi igjen med lgsningen F(x) = konstant.
(iii) k= —p? < 0: Innsatt for k = —p? i (V') far vi

og F'(m) =0 far vi A = 0. Altsa star

F'"(x) + p*F(x) =0,

som har lgsning
F(z) = Acospz + Bsinpz.

Ettersom
F'(z) = p(Bcospr — Asinpz),

far vi at F’(0) = Bp = 0, det vil si B = 0. Alts& har vi at F(z) = Acospz. Fra
F'(r) =0, far vi
F'(m) = —pAsinpr = 0.

Ettersom A = 0 kun gir den trivelle lgsningen u(x,t) = 0, ser vi pa tilfellet der

sinpr = 0. Det gir p=n=1,2,3,.... Altsa er k = —n?.
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Ved & kombinere (ii) og (iii) har vi funnet at alle mulige lgsninger for (1), gitt vare rand-
betingelser, er pa formen

F,(z) = A, cosnz, n=20,1,2,...
Setter s& inn for k = —n? i (2). Det gir
G(t)+ (n® —2)G(t) =0 detvilsi G(t) = (2 —n?)G(t),

som har lgsning
2
Gn(t) = Cpe®It 1 =0,1,2,...

Altsé er alle lgsninger pa formen u(z,t) = F(x)G(t), som tilfredstiller u; = g, + 2u og de
gitte randbetingelsene, gitt ved

u(z,t) = Z Fo(z)G,(t) = Z Ane@ ) cosna.
n=0

n=0

b) Legg merke til at cos? x = %(1 + cos 236), slik at

3 1
u(2,0) = (cosx +1)* = cos’ v +2cosz + 1 = 3 +2cosx + 5(?082%.

De lgsningene vi fant i oppgave a) som i tillegg tilfredstiller initialbetingelsen gitt over, er
da gitt ved

3 1
u(z,t) = 56% +2efcosx + 567% cos 2.

La y; = y og y2 = y'. Da blir ligningssystemet

s
Y1 = Yo, y1(0)=§,
ys = sinyi, y2(0) = 0.
Et skritt med trapesmetoden pa denne ligningen er gitt ved
h
Yin+1 = Yi,n + §(y2,n + y2,71,+1)a
h, . :
Y2,n+1 = Yo,n + 5 ( SN Y1, + SIn yl,n+1)-
Med h = 0,1, n =0 0g y1,0 = 5, y2,0 = 0 blir dette
z + ! 20 10 0
Y11= 5 T 55921 Y11 — Y21 — Um =
21 20 eller '
Y2,1 = %( +Siny1,1) sinyi1 — 20y21 + 1 =0.
E Her er
. 20 -1 | 2021 — 22 — 107
Jx) = [cos(:vl) 20] ' fx) = |:Sin(:C1) — 20z2 + 1] ’

Med oppgitte startverdier blir J(x(©)Ax = —f(x() til
20 —1][Ax] [0
0 —20| [Axzs| 2
med lgsning Az = {5 = 0,1 og Azy = 555 = 0,0005. Dermed blir

1 i 1 1
2V = 3+ 300 = 15758, 2M = 0,1000.
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@ Differanseskjemaet blir for U; ; ~ u(z;,t;)

Uij1 = Uij _ Uir1; = 2Uij + Vi1
k h2

eller .
Ui,j.i,.l = Ui7j + ﬁﬁ(Uﬂ'l,j — QUZ'J' + Ui—l,j) -+ k‘l’z(l — ;Li),
fori=1,2,...,N—1,0g5=0,1,2,..., og med

Ui,() = Sinﬂ'ﬂfi = Siniﬂ'h, U(),j = UN,j =0.
Med k = 0,1, h = 0,25 og k = 0,2 blir dette (x; = 0,257)
Uij+1=Ui; +0,32(Uis1,; — 2U; ; + Ui—1,;) + 0,054(1 — 0,257).
Med startverdiene
.o .o
Uoo =0, U= sz ~ 0,70711, Uz = sm§ =1,
. 3w .

Ugﬁo = sin I ~ 0770711, U4,0 =sinTt =0

ender vi med

u(0,25, 0,2) ~ Uy 1 ~ 0,6121,
u(0,50, 0,2) ~ Us1 ~ 0,8625,
u(0,75, 0,2) =~ Us 1 ~ 0,6121.
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