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Institutt for matematiske fag

Faglig kontakt under eksamen:
Marius Thaule mobil 952 14 508

Eksamen i TMA4135 Matematikk 4D

Bokmal
Mandag 20. desember 2010
Tid: 09.00 — 13.00

Hjelpemidler (kode C): Enkel kalkulator (Hewlett Packard HP30S eller Citizen SR-270X)
Rottmann: Matematiske formelsamling

Alle svar skal begrunnes og det skal ga klart frem hvordan svarene er oppnadd.

Oppgave 1 Finn polynomet av lavest mulig grad som interpolerer punktene i
datasettet

xn | -1 0 1 2
flz)| 3 05 -1 —15°

Oppgave 2 Lgs initialverdiproblemet

" 2sin2t for 0 <t <m,
y +4y =
0 for t >,

Hint: Du kan benytte at sinwt * sinwt = (Sinwt — wt coswt), (i betydningen

(f*9)(t) = [5 f(r)g(t —7) dr).

1
2w

Oppgave 3 Gitt funksjonen
[(,y) = In(a? + €7).

La D,f(1,1) betegne den retningsderiverte til f i punktet (1, 1) bestemt av vektoren
a. Finn alle enhetsvektorer e slik at Def(1,1) = 0.
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Oppgave 4 La en 27-periodisk funksjon f bli gitt ved f(z) =e™*, -7 < x < 7.

a) Skissér grafen til den 2m-periodiske utvidelsen til f, og finn dens komplekse
Fourier-rekke.
b) Finn summen av rekkene

Zl—i—?ﬂ o8 ;1—1-712'

n=2

Oppgave 5 Lgs integralligningen

f(z) — /00 e tletlft)y dt = el —o0 <z < .

—00

Oppgave 6

a) Gitt den partielle differensialligningen

ou  u
a:@—FQU, O<zxz<m t>0,
finn alle lgsninger pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som tilfredstiller randbetin-
gelsene
uz(0,t) =0, wu,(m,t)=0.

b) Finn den lgsningen av problemet i oppgave a) som i tillegg tilfredstiller ini-
tialbetingelsen
u(z,0) = (cosz +1)*, 0<x<T.

Oppgave 7 Gitt et system av fgrste ordens differensialligninger

y =f(z,y), y(z0) = Yo

Vi har sett pa flere mulige mater a lgse slike ligninger numerisk, i denne oppgaven
velger vi «trapes-metodeny, gitt ved

h
Ynt1 = Y¥n + 5 [f(xna Yn) + f(xn+1> Yn+1):| (*)
der h er skrittlengden og x,,1 = x, + h. Vi antar at y,, er kjent, og (*) brukes til &
finne en tilneermelse til y,, 1. Metoden er implisitt, siden funksjonen f ogsa beregnes
i den ukjente lgsningen y, 1. Vi ender altsa med et ikke-linegert ligningssystem som
ma lgses med hensyn pa y, 1 for hvert skritt.
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La y = y(x) veere funksjonen som tilfredstiller den andre ordens differensialligningen
y" = siny,
med startbetingelser y(0) = 7, '(0) = 0.

Skriv om ligningen til et system av fgrste ordens differensialligninger. Hva blir start-
verdiene for dette systemet?

Sett h = 0,1 og sett opp det ikke-linsere ligningssystemet du far nar du gnsker a
utfgre det fgrste skrittet med trapesmetoden for dette systemet.

Oppgave 8 Gjgr en iterasjon med Newtons metode pa ligningssystemet
201’1 — L9 — 10m = O,
sinx; —20z94+1 = 0.

Bruk $§0) =3 0g a:éo) = 0 som startverdier for iterasjonene.

Oppgave 9 Gitt den partielle differensialligningen

Ut = KUz, + (1 — ), (t>0, 0<z<l),
u(0,t) = u(1,t) =0, (t>0),
u(z,0) = sinmz, (0<x<1).

Bruk et gitter bestaende av punktene t; = jk og x; = th, h = %, og sett opp et

eksplisitt differanseskjema for denne ligningen, det vil si, bruk sentraldifferanser for
a approksimere u,, og en foroverdifferanse for & approksimere ;.

La k = 0,1. Sett h = 0,25 og k = 0,2, og finn tilneermelser til u(0,25, 0,2), u(0,5, 0,2)
og u(0,75, 0,2).
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Formler 1 numerikk

e La p(x) veere et polynom av grad < n som interpolerer f(z) i punktene x;, i =
0,1,...,n. Forutsatt at x og alle nodene ligger i intervallet [a, ], s& gjelder

£@) = pla) = 0O [ ).

e Newtons dividerte differansers interpolasjonspolynom p(x) av grad < n:

p(x) = flzo] + (x — m0) flwo, 21] + (7 — 20) (T — 1) f [0, 1, T2]
+-F(x—zo)(x—21) ... (x — zp1) flTo, .., T

e Numerisk derivasjon:

1

F@) = 2 [+ b = @)+ 5"
Fa) = o [Flo 1) = fla— W] b2 F(6)
£(2) = g [Fl + ) = 2 () + fl = )] =52 FO(0

e Simpsons integrasjonsformel:
€9 h
| @) dom S0+ 4+ )
zo

e Newtons metode for ligningssystemet f(x) = 0 er gitt ved

T8 Ax® = g (x®)

e [terative teknikker for lgsning av et linezert ligningssystem

n
E aijxj:bi, 7:21,2,...,71
-1

1 = u
Jacobi: :172(-%1) = — (bi - > aijxg-k) - _Z aijxg‘k))

Qi j=1 j=i+1
i—1
o ke 1 (k+1)
Gauss—Seidel:  z; =—\b—> aux Z a;;x j
i j=1 j=i+1

e Heuns metode for lgsning av y’ = f(z,y):

kl - hf(x’m Yn)

Yo+l = (k1 + ko)
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Tabell over noen Laplace-transformer

0 P(s) = 2{f®) = [ e f0) di
0
1 1
s
1
! 2
n!
t (n:071727> gntl
eat 1
s—a
s
cos wt
s2 + w?
sin wt w
82 + w?
S
cosh at R
) a
sinh at 72
s—a
at .
e coswt (8 — a)2 2
w
at .3 -
e sin wt (s — a)2 2

Tabell over noen Fourier-transformer

1 > —iwx
/(@) flw) = F() = = / fwet ds
4(z) = f(az) §(w) = 1f(ﬂ)

1 (sinaw 1- Cosaw>
—4
V2T

w w

1 1 Cw
,w i
u(z)e Vor \ 1+ w? 14 w?
2 1 _w?
—ax € da
© vV 2a




