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Institutt for matematiske fag

Lgsningsfagrslag i Matematikk 4D, 4N, 4M

Oppgave 1 (Kun fgr 4D) Vi har

2 2
flay) =
for 22 # y2. Dette gir
Vf= (xzmyyz)Q[ Y, 7]
For (z,y) = (2,1) er altsa )
Vf= 5[_1’2]'

Enhetsvektoren i retningen bestemt av v er

| <

ﬂ: = [171]7

1
V2

=

og dermed er Df = Vf -7 = 2v/2/3.

Sterst mulig verdi for D f = V f-u er nar u peker samme vei som V f. Da er maksimal
Df =V f-u=|Vf|. For (z,y) = (2,1) er fplgelig maksimal rettningsderivert

Vil = 3V5

Oppgave 2 (Oppgave 2 for 4D, Oppgave 1 for 4N)
a) (i) Ligningen kan uttrykkes via konvolusjonsproduktet som
y(t) + 3e' x y(t) — 2te’ =0

Vi anvender Laplace -transformen pé ligningen. Her er L(e") = -1+, og s-skifte

formelen anvendt pa funksjonen ¢ gir L(te') = ﬁ Vi far ligningen

3 2
s—ly(s)_ (s —1)2 -

Y(s) +



b)
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og lgser denne med hensyn pa Y og far

2 2,1 1
A PR TPy R Ly R

)
Det gir

2

y(t) = (e — )

3

(i) Ligningen kan skrives som
z2(t) = (")« (t™) =0

og Laplace-transformasjonen av denne er

n!l  ml!

Z(S) B gnt1l gm+1 =0
Derfor er
Z( n!m! (n+m+1)! nlm/!
S g =
gnt+m—+2 srtmt2 - (p4m+1)!
nlm!
t) = n+m-+1
() (n+m+1)!

I denne oppgaven bruker vi at L(§(t)) = 1, og vi merker oss at §(t —a) =
d(t — a)u(t — a) og derfor gir formelen for t-skifte

L(6(t—a)=e*

Anvendes Laplace-transformen pa differensialligningen, med initialbetingelse-
ne y(0) = ¢'(0) = 0, s& far en folgende algebraiske ligning for Y'(s)

s%Y (s) —6sY(5) +9Y (s) = e * —e %

Derfor er
—s 6—23

(s =3 (s—3)
Her méa en benytte bade s-skifte og t-skifte formlene for & finne y(t). s-skifte
gir at

Y(s) =

1
L(te®) =
( € ) (S _ 3)2
og t-skifte gir videre for a > 0
o B e—as
L((t — a)e®"u(t — a)) = (s — 3)2

Folgelig er
y(t) = (t — DDyt — 1) — (t — 2)eEDu(t — 2)
0, t<1
= (t—1)e3tD 1<t<2
(t— 1)t — (t —2)e3t=2 > 2
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Oppgave 3 (Oppgave 3 for 4D, Oppgave 2 for 4N, Oppgave 1 for 4M) The
transform is given by

I : 1 1 a+iw
z(a—iw) . . o
— e dr = —=1/(a —iw) = —=———.
V2 /_oo V2m / ) V2 a? + w?
The Fourier inversion formula gives at x = —1, for a = 1
1 1 /°° (1 +iw)(cosw — isinw)dw _ 1 > (cosw ~|—wsinw)dw
27 ) oo 1+ w? 27 ) oo 14 w?
Similarly, for x = 1 we obtain
1 [ (1+iw)(cosw +isinw) 1 [ (cosw — wsinw)
e 27r/_oo 1+ w2 Yo )T 1rw? “

1

Hence, if the two integrals are Iy and I, we have I} = I, and I + I, = 2me™ ", and

thus

Il = _[2 = ’7T€_1.

Oppgave 4 (Oppgave 4 for 4D, Oppgave 3 for 4N, Oppgave 2 for 4M)

a) Fourier-sinus rekka finner en ved & utvide g(z) til en odde funksjon g(x) pa
intervallet [—m, 7] og deretter bestemme Fourier-rekka til g(z). Vi far da

- 1, ze (0,
g(w) = { -1,z € E—?T,]O)

g(x) = an sin(nx),

17 2 | =)
by = = [ §(2) sin(nz)dz = = | sin(na)de = — v=n
7T/g(x) sin(nz)dx 7T/Sm(nm) z= cos(nz)|3=5
- 0
-2 n L 1 odde
B E[(_D —1= 0, n jevn

Derfor er Fourier-sinus rekka til g(x) gitt ved

oz) = 4 Z sin(nz) _ %Zsin(@k +1)x)

n 2k+1

n odde

Videre er, ifglge Parsevals identitet,
™

I ) 16 1
2 = 7T/g(x) d$—an— WQZ—(2k+1)2

k=0

—T
oo

1 T
Z(2k+1)2 )

k=0
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b) Vi ser pa bglgeligningen uy; = 4u,, med rand-og
initialbetinglser

(i) u(0,t) =u(m,t)=0
(17) w(z,0) =0,u(z,0) =1

og benytter som vanlig separasjon av variable som fgrst gir oss alle lgsninger
pa forma u(z,t) = F(x)G(t). Det gir
F(x)G"(t) = 4F" (2)G(t)
F”(:C) B G//(t
F(z)  4G(t

)) = k (konstant)

eller

(1) F'(z) = kF(z), (2) G"(t) = 4kG(t)
La oss forst bestemme de lgsningene av disse differensialligningene som er slik
at u = F(z)G(t) oppfyller randbetingelsen (i). Vi mé ha da
F(0)=F(r)=0

og differensialligningen (1) ma ha k = —=A\? <0 (X > 0).Lgsningen ma veere
pa forma

F(z) =sin(Ax), med sin(Ar) =0
Det gir A =1,2,3,...,n,..,0g vi setter F,(z) = sin(nz).

Dernest lgser vi differensialligningen (2) for G(t), med k = —n?, som gir lgs-
ningene
Gn(t) = A, cos(2nt) + B, sin(2nt)

Initialbetingelsen (ii) gir at G,,(0) = 0, G/,(0) = 1, derav A,, = 0. Vi prgver
derfor a finne en lgsning pa forma

u(x,t) = Z B, F,(x)G,(t) = Z B, sin(nz) sin(2nt)

n=1

Den siste initialbetingelsen u:(x,0) = 1 gir da

1= Z 2nB,, sin(nx) cos(2nt)|;—o = Z 2nB,, sin(nx)
n=1 n=1
som forteller oss at rekka pa hgyre side ma veere Fourier-sinus rekka til den

konstante funksjonen 1 pa intervallet [0,7], nemlig funksjonen g(z) i punkt a).
Folgelig ma

4
2an — bn - { nr’ ! .Odde
0, n jevn

n2m’

b, 2. nodde
0, n jevn
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Endelig lgsning er

u(z,t) = — Z % sin(nx) sin(2nt)

v
n odde

c) De tidsuavhengige lgsningene u(z,t) = v(z) av ligningen uy + 8 = 4u,, far en
ved & ignorere leddet uy. Da mé v(z) veere en lgsning av ligningen v”(z) = 2,
dvs.

v(z) = 2% + bxr + ¢. Med randbetingelsen v(0) = v(7) = 0 blir da
v(z) =z(x —m)

Merk at ligningen wuy + 8 = 4u,, er inhomogen, og v(z) er en (partikuleer)
lpsning av denne. Ved & fjerne konstantleddet 8 far en den tilhgrende homogene
ligningen uy = 4u,,. La na w(x,t) veere den lgsningen av denne ligningen som
vi fant i punkt b), og sett

u(x,t) = w(x,t) + v(x)

1
Z = sin(nz) sin(2nt) + z(x — )
n odde

S 8

Siden w(x, t) tilfredsstiller betingelsene i punkt b), er det né enkelt & sjekke at
funksjonen wu(z, t) tilfredsstiller betingelsene (i), (ii) gitt i punkt ¢) i oppgaven.

Oppgave 5 (Oppgave 5 for 4D, Oppgave 4 for 4N, Oppgave 3 for 4M)

a) The system becomes 3’ = z, 2’ = cos(xy) + 2% Let F(y, z,z)T = (2, cos(zy) +
x?). Heun’s method is then

gn+1 _ Yn _ Yn + th
( Zn1 ) - ( Zn ) + 1 F (20, Yn, Tn) = ( Zn + h(cos(znyn) + 22 > :

and

n n h ) z
( o ) N ( . ) + 5 (F(ymzmxn) + F(yn+17zn+1’$"+1)) :

b) Taking A = 0.1 and zyp = 0 we obtain

(5)-(:")
(Zi ) =(;>+g( 2+2cos(0.1><1.2)+0.12)%(;)%—g(iom ) “(;32)
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Oppgave 6 (Oppgave 6 fgr 4D,Oppgave 5 for 4N, Oppgave 4 for 4M) With F
as the two expression we have F'(7/2,0) = (0,7 — 3) and

T(x,y) = cosT — rsinx cos?y — sin?y
Y=\ 2sing + 2z cosz cosy — ysiny

so that P ( a2 1 )
T2 1

If we invert this we obtain

T (7/2,0) = ﬁ ( J! W/é )

Therefore the next iteration (x1,¥;) is given by

(z1,91) = (7/2,0)—J 10, 7-3)" = (%(WQ +12)/(r+4), —7(r — 3) /(7 + 4)) ~ (1.5311,—0.0623).

Oppgave 7 (Oppgave 5 for 4M)

a) Runge Kuttas 4th order method. The output is an approximation of y(b) with
intial value y(a) = ya, where y is a solution on (a,b). The output would be
0.4010.

b) Since the method is fourth order we have y ~ y, + C/n*. Hence we obtain
Y — Yn—a ~ 1/15 x (0.4010 — 0.3969) ~ 0.0003.

c) We obtain that y,, = (1 — h)"yo which goes to zero with n iff |1 — h| < 1, and
since h > 0 this implies h < 2.



