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Alle svar skal begrunnes og det skal gå klart frem hvordan svarene er oppnådd.

Oppgave 1 For x2 6= y2, la

f(x, y) =
x2 + 2y2

x2 − y2
.

Finn retningsderiverte Df i punktet (2, 1) i retningen bestemt av vektoren ν = [1, 1].
Hva er størst mulig verdi for Df i punktet (2, 1)?

Oppgave 2

a) Bestem funksjonene y(t) og z(t) på intervallet (0,∞) som oppfyller

(i) y(t) + 3

t∫
0

et−uy(u)du− 2tet = 0

(ii) z(t)−
t∫

0

un(t− u)mdu = 0

for n,m = 1, 2, 3, . . . ved å benytte Laplace-tranformasjonen.
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b) Løs initialverdi-problemet

y′′ − 6y′ + 9y = δ(t− 1)− δ(t− 2)

y(0) = y′(0) = 0

hvor δ(t) er Dirac’s delta-funksjon.

Oppgave 3

a) For a > 0, finn Fourier-transformen til funksjonen

f(x) =

{
e−ax for x > 0

0 for x < 0

b) Regn ut verdiene til de to integralene

∞∫
−∞

cosω

1 + ω2
dω,

∞∫
−∞

ω sinω

1 + ω2
dω

Oppgave 4

a) Bestem Fourier-sinus rekka til funksjonen g(x) = 1 på intervallet [0, π]. Finn
også summen av rekka

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
.

Hint: Parsevals identitet

b) Løs bølgeligningen

utt = 4uxx, t > 0, 0 < x < π

med randbetingelse og initialbetingelse gitt ved

(i) u(0, t) = u(π, t) = 0, (1)
(ii) u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1.

c) Ligningen
utt + 8 = 4uxx, t > 0, 0 < x < π (2)

er en inhomogen bølgeligning. Bestem de stasjonære (dvs. tidsuavhengige)
løsningene u(x, t) = v(x) til denne ligningen, og bestem så den stasjonære
løsningen som oppfyller randbetingelsen (i) i (1).
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Bestem til slutt løsningen til ligningen (2) med randbetingelse og initialbetin-
gelse gitt ved

(i) u(0, t) = u(π, t) = 0,

(ii) u(x, 0) = x(x− π), ut(x, 0) = 1

( Bemerkning : Ligningen (2) kan for eksempel være en enkel modell for en
svingende streng hvor en tar hensyn til gravitasjonen.)

Oppgave 5

Vi ser på den ordinære differensialligningen av orden to

y′′ = cos(xy) + x2.

a) Omskriv ligningen til et system av første ordens differensialligninger, og sett
opp iterasjonsskjemaet som fremkommer ved anvendelse av Heun’s metode.

b) Utfør en iterasjon med denne metoden, med steglengde h = 0.1, for å beregne
en tilnærmet verdi av løsningen y(x) i punktet x = 0.1, når initialverdiene er

y(0) = 1, y′(0) = 2

Oppgave 6 Ligningsystemet

x cosx+ sin y cos y = 0

2x sinx+ y cos y − 3 = 0

har en løsning nær punktet (x, y) = (π/2, 0). Utfør én iterasjon med Newtons metode
for systemer anvendt på systemet ovenfor, med x = π/2 og y = 0 som startverdier.
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Formler i numerikk

• La p(x) være et polynom av grad ≤ n som interpolerer f(x) i punktene xi, i =
0, 1, . . . , n. Forutsatt at x og alle nodene ligger i intervallet [a, b], så gjelder

f(x)− p(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

n∏
i=0

(x− xi).

• Newtons dividerte differansers interpolasjonspolynom p(x) av grad ≤ n:

p(x) = f [x0] + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2]

+ · · ·+ (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f [x0, . . . , xn]

• Numerisk derivasjon:

f ′(x) =
1

h

[
f(x+ h)− f(x)

]
+

1

2
hf ′′(ξ)

f ′(x) =
1

2h

[
f(x+ h)− f(x− h)

]
−1

6
h2f ′′′(ξ)

f ′′(x) =
1

h2
[
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

]
− 1

12
h2f (4)(ξ)

• Simpsons integrasjonsformel:∫ x2

x0

f(x) dx ≈ h

3
(f0 + 4f1 + f2)

• Newtons metode for ligningssystemet f(x) = 0 er gitt ved

J (k) ·∆x(k) = −f
(
x(k)
)

x(k+1) = x(k) + ∆x(k).

• Iterative teknikker for løsning av et lineært ligningssystem
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . , n

Jacobi: x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
Gauss–Seidel: x

(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
• Heuns metode for løsning av y′ = f(x,y):

k1 = hf(xn,yn)

k2 = hf(xn + h,yn + k1)

yn+1 = yn +
1

2
(k1 + k2)
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Tabell over noen Laplace-transformer

f(t) F (s) = L {f(t)} =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt

1
1

s

t
1

s2

tn (n = 0, 1, 2, . . .)
n!

sn+1

eat
1

s− a

cosωt
s

s2 + ω2

sinωt
ω

s2 + ω2

cosh at
s

s2 − a2

sinh at
a

s2 − a2

eat cosωt
s− a

(s− a)2 + ω2

eat sinωt
ω

(s− a)2 + ω2

Tabell over noen Fourier-transformer

f(x) f̂(w) = F(f) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iwx dx

g(x) = f(ax) ĝ(w) =
1

a
f̂

(
w

a

)
u(x)− u(x− a)

1√
2π

(
sin aw

w
− i1− cos aw

w

)
u(x)e−x

1√
2π

(
1

1 + w2
− i w

1 + w2

)
e−ax

2 1√
2a
e−

w2

4a

e−a|x|
√

2

π

a

w2 + a2


