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Alle svar skal begrunnes og det skal ga klart frem hvordan svarene er oppnddd.

Oppgave 1
a) Finn f(?) og g(¢) nar deres Laplace-transformasjon er

1
Z{f(y=F(s) = ;e‘s,

1
Z{g}=G(s) = g(l —-e™).

b) Los initialverdiproblemet
yV'+ym=g®-6(t-1), y0)=0, y(©0)=0,

der g(t) er definert som i punkt a) og 6 betegner deltafunksjonen.

Oppgave2  Fourier-transformasjonen til funksjonen

g(x) a>0,

a® + x?’

er gitt ved
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a) Bestem Fourier-transformasjonen til funksjonen

fx) =

1+x2)4+x2)
Vink: Benytt delbrokoppspaltning.

b) Regn ut integralet

oo
f (e ¥ —e ") cos wx dw.
0

Oppgave 3 En radioaktiv stav ligger langs x-aksen fra x = 0 til x = L. Materialet i
staven utvikler varme slik at temperaturen i staven, u(x, t), tilfredstiller ligningen

ou 0%u
E—@‘f‘f, 0<x<L 0<t, (*)

der varmeproduksjonen, r, er en postiv konstant. Temperaturen ved x = 0 holdes kon-

stant lik 0, 1(0, t) = 0, mens staven er varmeisolert ved x = L, slik at % =0,0<t.

Under normale forhold er temperaturen i staven uavhengig av tiden, og denne lgsnin-

gen for temperaturen betegnes ved 1 (x), det vil si % =0.

a) Bestem uy(x) ut fra () og randbetingelsene. Skriv u(x, t) = up(x) + v(x, t), og vis
at differensialligningen og randbetingelser for v(x, t) er

v 0%*v b0.5) =0 ovlL,n _ .
or ox*’ 7 ax
b) Ved t =0 er temperaturen i staven
. X . omx
u(x,0) = up(x) +sin—+2sin——, 0<x<L.
2L 2L

Finn temperaturenistavenfor0<x<1L,0< .

Oppgave4  La y(x) veere en funksjon, definert pa intervallet 0 < x < 1. Funksjonen
selv er ukjent, men funksjonsverdien er kjent i gitte punkter, oppgitt i tabellen under.

i 0 1 2

x; [0 1/2 1

yxi) |1 2/3 1/2

a) Finn polynomet p(x) av lavest mulig grad som interpolerer y(x) i punktene gitt i
tabellen. Bruk dette til & finne en tilneermelse til y(3/4).
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b) Bruk polynomet p(x) til & finne en tilnaermelse til integralet fol y(x)dx. Bruk der-
etter trapesmetoden til & finne en annen tilnaermelse til samme integralet.

Den eksakte verdien av integralet er In2. Hva blir feilen i de to approksimasjone-
ne, og hvilken er best?

Oppgave 5 Gitt systemet av ikke-linezere ligninger

Lag en skissé, og vis hvor mange losninger dette systemet har.

Gjor deretter én iterasjon med Newtons metode, med startverdier x© =1, y© =3,

Oppgave 6 Gitt differensialligningen
X"(O+x(6)=0, x(0)=1, x'(0)=0.

Skriv om denne til et system av forste ordens differensialligninger. Finn tilneermelser
til x(0,2) og x’(0,2) ved henholdsvis

(i) to skritt med Eulers metode,

(ii) ettskritt med baklengs Eulers metode (se vink), etterfulgt av ett med (vanlig) Eu-

ler.
Skrittlengden er altsa h = 0,1 i begge tilfellene.
Den eksakte losningen av ligningen er x(#) = cos(t), og det er lett a vise at
x(O*+x (D=1

for alle ¢. Hvilken av de to metodene gir approksimasjoner som bevarer denne egen-
skapen best? (I denne oppgaven er det tilstrekkelig a sjekke for £ =0,2.)

Vink: For en ordiner differensialligning y’ = f(z,y) er et skritt med baklengs Eulers me-
tode gitt ved

VYu+1=Yn+ hf(tn+1,Yn+1)-

Tilneermelsen y,+; ma altsa lgses ut fra ligningen for hvert skritt.
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Formler i numerikk

e La p(x) veere et polynom av grad < n som interpolerer f(x) i punktene x;,i =
0,1,...,n. Forutsatt at x og alle nodene ligger i intervallet [a, b], sa gjelder

1 n
f-p)=——f"VO[[(x-x), &elab).

(n+1)! =0
* Newtons dividerte differansers interpolasjonspolynom p(x) av grad < n:
p(x) = flxol + (x — x0) f [x0, x1] + (x — x0) (x — x1) f [X0, X1, X2]
++(x—x0)(x—x1)...(x—xp-1) f[x0,-.., Xn]
* Numerisk derivasjon:
fl(x)= %[f(er h) —f(x)]+%hf”(<f)

! _ i _ _ _1 2 el
= 2h[f(x+h) fx—h)] SO
1 1
['@ =S [farh=2f0+ fx-]-ShFOE
» Simpsons integrasjonsformel:

X2 h
f fdx==(fo+4fi+ f2)
X0 3

e Newtons metode for ligningssystemet f(x) = 0 er gitt ved

J® . Ax® = —f(x®)

kD = (B | A5 (B

* Iterative teknikker for lgsning av et lineaert ligningssystem

n
Zai]-xj:bi, i=12,...,n
j=1

1 i-1
Jacobi: xEkH) = —'(bi - Y ajjx

n
®_ 5y g x(.k))
aijj j=1

I
1 i-1 n
Gauss-Seidel: xgk“) = —(bi - Clijx(-k+l) - X dijx(.k))
aij j=1 ] j=i+1 J
* Heuns metode for lgsning avy’ = f(x,y):
kl = hf(xn!yn)

1
Yo+1=¥Yn+ E(kl + k2)
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Tabell over noen Laplace-transformer

o0
f( F(s)=${f(t)}:f0 e ST f(r)dt
1
1 —
s
f 1
2
" (n=0,1,2 n!
(n_ y Ly )---) Sﬂ+1
oll 1
s—a
coswt S
w
s+ w?
. l’ a)
sinw
s+ w?
S
coshat
2 _ g2
a
sinhat
2 _ g2
s—a
e coswt —
(s—a)+w
W
e“'sinwt —
(s—a)*+w
o(t—a) e as

Tabell over noen Fourier-transformer

[ fw)=F () = \/%fj:f(x)e—iwx dx
= L (2
g(x) = f(ax) g(w)_af(a)

ulx)—ulx—a)

1 (sinaw ,1—cosaw)

V2T w w
x 1 ( 1 ; w
utxe V2r \1+w? 1+ w?
2 ]. w2
e—ax e_m
vaa
e—alxl \/g a
T w?+a?




