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Lgsningsforslag

Ved lagrangeinterpolasjon har vi

 (x-12(x-3/2) (x—0)(x—3/2) (x—0)(x—1/2)
P2l = 1O =03 Y20 gaz-32 P ero0eiz-1/2
[+=3)-5++3)
=2x|x—--|-=zx|x—=
2)73 2
2 5-4
—gx X),

der vi brukte at f(0) = sin0 = 0. Vi kunne ogsa brukt Newtons dividerte differanser, svaret blir det samme.
a) La hy(#) =1 o0g Hy(s) = 1/s. Ettersom £ (h;) = H; far vi ved andre forskyningsteorem at

0 for0<t<l1,

fo= L EBO=mt-Dut-1)=ut-1)=
1 fort>1.
La hy(t) =t og Ha(s) =1/ s2. Ettersom £ (hy) = H far vi ved andre forskyvningsteorem at

0 for0<t<2,

— -1 — — f— = — —_ =
g =L (G)(t) =2h(t -2)u(t-2) =2(t -2)u(r-2) {2(t—2) for £ 2.

b) Vikan skrive integralligningen som
=@ -3(Ff+*®O+gr)=0, t=0. (%)
Laplacetransformasjon anvendt pa (x) gir
Y2-3FY+G=0,

der Y = £(y), og vi har benyttet at £ (y; * y2) = £L(y1)Z(y>) for to (passende) funksjoner y; (¢) og
Y2(2).
Legg merke til at G = 2F?. Det gir

Y?-3FY +2F?>=(Y-F)(Y -2F) =0.
Detvilsi, Y] = F og Y» = 2F, som igjen gir y; (£) = f(£) og y2(t) = 2f(¢) som lgsninger av ().

a) Fourierrekken til f er gitt ved

(]

ag+ ) (apcosnx+ bysinnx)
n=1
der
1 T
= dx=0 dd
o 2nf_ﬂf(x) o (f odde)
1 T
an = —f f(x)cosnxdx=0, n=123,... (f odde)
TJ-m
1" ) 2. (7 X .,
bnz—f f(x)smnxdx:—f sin —sinnxdx (f odde)
TJ_g T Jo 2
1 (" 1 [sin(n—-1/2)x sin(n+1/2)x]"
:—f [cos(n—1/2)x—cos(n+1/2)x]dx=— -
7 Jo /1 n—1/2 n+1/2 0
1 ((_1)n+1 (_1)” ) (_l)l’l+l ( 1 1 ) 8 (_1)n+1n
= — — = + = — , n:1,2,3,...
a\n-1/2 n+1/2 m n-1/2 n+1/2) n 4n?2-1

Altsa er fourierrekken til f gitt ved

g X (_1)n+1n .
— Z Z—SIHI’Z)C.
T ao 4nc-1
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b) Innsatt for x = z/2 far vi

8 & (-1t 8 & (-1)"22m+1 8 & (-D"2m+1 1
8 (=1 nsinﬂ:_z( ) @2m )<—1)’"=—Z( )" 2m )=f(7z/2)=—.
= An2 -1 2 w2 42m+1)2-1 T A2 42m+1)2 -1 NG
Det vil si,
OZ": -D"2Cm+1) #w 7w
= 42m+1)2-1 g8y2 16
a) Innsatt for u(x, t) = F(x)G(t) i tus = uy, farvi
tFG=F'G F"—dZF G'—dG
S Cdx?’ T dt]
Det gir
F' 1G
F G’
— —~~
k k
Altsa fér vi to ordineere differensialligninger
F'—kF=0 (1)
tG-kG=0. )

Frarandbetingelsene, u(0, t) = u(n, t) = 0, far vi F(0) = F(r) = 0. Vi ma se pé tilfellene

i k>0

) k=0
(iii) k<O.

(i) La k= p?>0.Innsatti (1) gir det

F'—@*F=0
som har lgsning
F(x) = Ae"* + Be H*.

Fra F(0) =0farvi A+ B =0. Det vil si,
F(x) = A(e"* —e™#*) =2Asinh px.

Fra F () = 0farvi A = 0 ettersom sinh uz # 0. Dermed far vi kun den trivielle losningen F(x) = 0.

(i) Innsattfor k=01 (1) far vi
F'=0

som har lgsning
F(x)=Ax+B.

Fra F(0) = F(n) =0 far vi A= B = 0. Dermed fér vi kun den trivielle lasningen F(x) = 0.

(iii) La k = —p? <0. Innsatti (1) gir det
F'+p*F=0

som har lgsning
F(x) = Acospx+ Bsinpx.

Fra F(0) =0farvi A=0. Fra F(m) =0 far vi
Bsinpn =0

som medferer enten B = 0 eller pn = nw, n=1,2,3,... Da B =0 kun gir den trivielle lasningen
er vi interessert i tilfellet p=n, n=1,2,3,... som gir

F,(x) = B, sinnx.
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Innsatt for k = —n? i (2) far vi

Det vil si,

som har lgsning
Gn() = Cyt™™ .

Altsa er de lpsningene av fu; = u,, som kan skrives pa formen u(x, t) = F(x)G(?), og som tilfredstil-
ler randbetingelsene u(0, f) = u(r, ) = 0, gitt ved

Un(X, 1) = Fn(X)Gp(£) = Byt sinnx, n=1,2,3,...,

der B, = B,,C,. Den generelle losningen er s gitt ved
(o8] (e} 2
u(x,0)=y un(x, 1))=Y But™" sinnx.
n=1 n=1

b) Fra

o0 2 o0
u(x,1)= Y B,17" sinnx =) By,sinnx=sin2x+5sin5x
n=1 n=1

farvi B, =1, Bs =5 og B, = 0 for n # 2,5. Det gir

u(x, £) = t *sin2x + 5t sin5x.

Integralligningen kan skrives pa formen

xe™ = (f* ), (%)
der g(x) = e 2,
For en passende funksjon H gjelder det at & (H') = iw% (H). La

1
Hx) =-—e ™ a>0,
2a

ogla h(x) = xe o, Legg merke til at H' = h. Det gir

w2

o . iw  _o?
h(w) =% (h)(w) =iwF (H)(w) = —We da

La f = Z(f). Fouriertransformasjon anvendt pa (*) gir s&

™

iw e‘wTZ = \/ﬁf(w) le_wT
22 2 '

der vi har satt a = 1 i uttrykket for fz(w) ogbrukt at F(f * g) = \/ﬁ?(f)gf‘(g). Det gir

f( ) iw _% 4 ( iw _%)
w)=———e =—|-— .
2VT vo\ 8
Ved 4 ta inverstransformen far vi A
flx) = ~_xe 2

VT
@ Ved fempunktsformelen far vi folgende differanseskjema

Uiv1,j + Ui je1 +Ui1,j+ Ui j-1 —4Uj
2

1
=4x,-yj=4h2ij=Zij.

Det vil si,
R* .. 1.
Uir,j + Ui js1+ Ui, j+ Ui j1 - 40U, = Ayl
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Fra randbetingelsene far vi
Uis=0, i=0,1,...,4
U,-,i=4x,~(1—xi)=4hi(1—hi):i(l—;lli), i=0,1,...,4
Upj=0, j=0,1,...,4.

Fra differanseskjemaet far vi folgende ligningssystem

1 1
U22+U13+U()2+U11—4U12—— 1-2=—

64 32
U23+U14+U03,+U12—4U13—i 1-3=— >
64 64
Ug,3+U24+U13+U22—4U23—i 2-3= 3.
64 32

Innsatt for randbetingelsene, og X = U; 2, Y = U} 3 og Z = U, 3 kan vi skrive dette som

3 1
1+Y+ 0+>—-4X=—
4 32

Z+ 0+ 0+X-4Y = —
64

3
LoV 1-4Z=0

32
Det vil si,
-4 1 0 —55/32 -1,7188
1 -4 1 = 3/64 0,0469 | .
1 -4 -53/32 —1,6563

Metoden som er implementert er Heuns metode. Det vil si,

Yn+1 = —(kl + k),
der

=hf(xn, yn)
ko = hf(xn + h,yn +ky).
I vart tilfelle er h = 0,25 og
cosx
-
Videre sé er xo = 0 og yo = y(xp) = 3. Ved & sette N =2 i programmet regner vi ut y» (som er en tilnaerming
til y(x2)). Legg merke til at storrelsen A i programmet er var k; og at storrelsen B i programmet er var k.

flo,y =

Forste kjoring av for-lekken gir y;. Vi finner at

ki = 0,25 (x0, o) = 0,25£(0,3) = 0,0625
ks = 0,25 f (x + 0,25, yo + k1) = 0,25 £ (0,25,3,0625) ~ 0,0587

slik at X
Yyi=Yo+ 5(’61 + k2) = 3,0606.
Andre kjoring av for-lgkken gir y». Vi finner at

k1 =0,25f(x1,y1) = 0,25£(0,25,3,0606) = 0,0588
ko =0,25f(x1 +0,25,y; + k1) = 0,25£(0,5,3,1194) = 0,0518

slik at .
Ye=n+ z(kl + k») = 3,1159.
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