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Lgsningsforslag

Se Rottmann, s. 174.

Tl a1 b4
T=—(-tan0+tan— + —tan — | = 0.359011.
812 8 2 4

For & finne en gvre grense for feilen trengs:
f(x)=tanx, f'(x)=1+tan’x, f"(x)=2tanx+2tan’x.

Funksjonen tan x er en jevnt stigende i intervallet (0, 77/4), slik at

1" T 37T
M= max |f (x)I:‘Ztan—+2tan —|=4.
0<x<m/4 4 4

Dermed blir
/4 4w/a®  n _2
tanxdx—T|< ———=—=4.04-10"".
0 12-22 768

a) Bruk integrasjonsregelen to ganger, det vil si:

t
gfl{i}zge*?’f, zfl{li}:/ e Tdr=31-e7%),
0

ss+3

og til slutt

1 9 t
n=%1{=— :f 31-e3Ndr=3r-1+e3%.
f {szs+3} A 1-e7Ydr +e

Alternativt: ved hjelp av delbreksoppspalting finner vi at
9 3 1 1

- $2(s+3) T2 s s+3

F(s)

som selvsagt resulterer i samme f(f) som over. Dessuten

g(t) = L HG(s)} = L7 e P F(s)}

0 0<t<2
=(3(t-2) -1+ u(r-2) = a2
3t—7+e3072 (52

b) Laplace-transformer ligningen:

Y (5) - sy(0) — y'(0) +3sY (s) —3y(0) = L{9(1 — u(t —2))} = %(1 )

3 9

_ 28
613 Permnae)

Y(§)=-

slik at
yO =LY () =-0-e)+3t-1+e> = (3t-7+e "2 )u(r-2)

3r—2+2¢731, 0<t<2,
5+2¢7 30— 30-2  y5 9

Gradienten til f er gitt ved

3

Vf= (2xcosxy—x2ysinxy,—x sinxy),

slikat Vf ’ .1 = (=27,0). Den retningsderiverte til f langs retningen v = (—1,1) i punktet (i, 1) blir s&

Vv
Duf(n,1) = Vf|y u= Vf|<n,1)'m =var.
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a) En skisse av funksjonen er gjengitt i figuren under.

1

0.8

0.6

04

0.2
0 T 2 3n

X

-3n -2n -T

Fourierkoeffisientene er gitt ved

1 " . 1
apg=— | sin(x)dx=—
27 Jo T

1 (", 1 ("1, . .
an = —f sin(x) cos(nx)dx = —f = (sin(1 — n)x +sin(1 + n)x)dx
m Jo mJo 2

0) n=l
=) _ 1Dt
—;—(nz)__f , n=2

1 17 . . 1 "1
bn=—f sm(x)sm(nx)dx:—f —(cos(l—n)x—cos(1+n)x)dx
T Jo wJo 2
_[3on=,
o, n=2.
Alle a,, for n odde er altsé lik 0. Sett n = 2m, og vi far
(o)

1 1 2 1
X) ~ —+ =sin(x)— — ————cos2mx.
f® T2 2 nn;14m2—1

b) La u(x,t) = G(t)F(x) slik at
u;=G-F Uy =G-F"
med G = dG/dt, F" = d*F/dx?. Sett inn i ligningen, del med F - G pa begge sider, slik at

G F/l
—=—=k

G F

der k er en forelabig ukjent konstant. Vi ender altsd med 2 forste ordens differensialligninger
F'"=kF,  G=kG.
For den forste av disse har vi ogsa randbetingelser, siden
ux(0,0) = ux(m,t)=0, méd F(0)=F'(n)=0,

sé vilgser ligningen for F forst. Losningen av denne avhenger av var ukjente konstant k, og felgende
3 tilfeller kan oppsta:
- k=y?>>0.Daer
F(x)=Cie"™ +Ce™ ™,

for vilkérlige konstanter C; og C,. Setter inn randbetingelsene:
F'(x)=Crye"™ — Cyye™*
F(0)=y(Ci-C)=0 =  G=C
F'(m) =y(C1e" = Cre™ ") =0 = Ci(e""-e ") =0=> C, =0.

For k > 0 er det altsa bare den trivielle lgsningen F = 0 som bade oppfyller differensiallignen
for F og grensebetingelsene.
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- k =0.Idette tilfellet er lasningene gitt ved
F=Byx+ Ap.
Hvor igjen A og By er vilkarlige konstanter. Setter vi inn randbetingelsene, far vi
F'=By, F(0)=By=0, F'(m)=By=0.

Losningen F(x) = Ay tifredstiller altsé differensialligningen for F og randbetingelsene for alle
konstanter Ag.

- k=—u? <0. Gjentar vi prosessen far vi losningen
F(x)=Acosux+ Bsinux
med vilkarlige konstanter A og B. Randbetingelsene:
F'(x) = u(— Asin ux + B cos ux)
F'(0)=uB =0, = B=0
F'(m)=0=—Asinur =0

Den siste av disse er oppfylt derosm p = nm, der n er et heltall, dvs. n=1,2,3,....

Vi kan da lse differensialligningen for G, som med k = —n? har losningen
Gu(1) = Cpe ™"

Det betyr at

n

2
up(x,t)=e "tcosnx, n=0,1,23,...

alle er losninger av den partielle differensialligningen med grensebetingelser. Den generelle losnin-
gen er da

(o)
9
ulx, )=y Ape " 'cosnx.
n=1

c) Viskal altsa bestemme A,;,, n=0,1,2,..., slik at

(o ¢]
u(x,0) =sinx = ZAncosnx, 0<x<m.
n=0
Fra punkt a) vet vi at
. I 1. o
sinx=—+ —sin(x) — — Z Tcosme
T2 T oo 4me—1

for 0 < x < 7. Denne ma skrives om litt: ta sinusleddet pa hoyre side og flytt over pé venstre side av
likhetstegnet, og multipliser med 2. Da er

. 2 4 1
s1nx=———ZTCOSme, O<x<m.
T 7= 4me—1

4

Sammenlign ledd for ledd: Ag = 727' A, =0for nodde, og A, = for n like, dvs.

m(n2-1)
2 4 1 a2
ux,)==-—=73% e Amt o2 mx.
T = 4me—1

Vi finner at

A 1 0 .
flw) = _[ e ¥ cosxe WX dx
V2m J-oco
1 0 - . o0 o .
= ([ (e(lﬂflw)x_’_e(lflfzw)x)dx_f_f (e(*lﬂfzw)x+e(*1flfzw)x)dx)
2V2m V-0 0
1 ( 1 N 1 1 1 )
Tovar\l4i—iw l-i—iw —1+i-iw -l-i-iw

_ 1 ( 1 N 1 )
CV2r 1+ (1-w)? 1+ A+ w)?)
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@ Bruk:

us(xj, tj) = ]lc(u(x,-, tj+ k) — ulx;, t;)), Uyx(Xi, Tj) = %(u(xi + h, £7) = 2u(x;, tj) + u(x; — h, t;).
Sett dette inn i ligningen, ogla U;; = u(x;, ;):
1 1
E(Ui,jﬂ -Uj) = ﬁ(UHl,j —2U;j+ Ui, j-1)
Setter vi inn randverdiene Up; = Uy = 0 og startverdien Ujo = x; (1 — x;) far vi folgende skjema:
For j=0,1,2,...:
Ui j1 = Uij+ %(Um,j ~2U;j+Uj-1j,  i=1,2,---,N-1.

Med k=1/10, h = 1/3 far vi at r = 9/10. Startverdiene blir:
2 2
Upo =0, Uyp = 3’ Uy = 3’ Usp =0,

og

1 1
u(1/3,10) = U7; = —, u(2/3,1/10) = Uy = —.
( ) 1= ( ) 21= ¢

Vi har

X:(g)’ f(x):(x1+x2—x1xz+2)’ ](x):(l—xg 1-x )

xje 2 -1 e 2 —xje™%

En iterasjon med Newtons metode, med startverdier x© = (0.1,0.2)” blir:

Los

0.8 0.9 o [ 228 o _ [ 0.7972
(0.8187 —0.0819)Ax =lcogis] T A% =(l3.2420

og

E Vi har at

x'=0.1+0.7972=0.8973,  x{" =0.2-3.2420 = 3.0420.

J’i =)2
Vo= Y-y
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