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Lgsningsforslag

a) La g: [0,00) — R veere gitt ved g(¢) = ¢. Fra tabellen vedlagt eksamensoppgavene har vi at

1
G(s)=2£(g)(s) = z
Forste forskyvningsteorem, side 208 i leereboken, gir sa
LG+ Dy=te "

Det vil si, f(£) = te™*.

b) La Y = £(y). Fra y(0) = 0 og y'(0) = 0, kan vi slutte at £(y")(s) = sY(s) og L") (s) = s*Y (s).

Laplacetransformasjon anvendt pa initialverdiproblemet, gitt i oppgaven, gir
SPY () +25Y(9)+Y(s) = (s+ D?Y () ="
Det vil si,

Y(s) = ;e_s
T (s+D2

Ved & kombinere resultatet fra a) og andre forskyvningsteorem, side 219 i laereboken, fér vi

(1) =(t-De Dy -1).

La g.: R — R veere gitt ved g,(x) = e, Den gitte integralligningen kan skrives ved hjelp av konvolu-

sjonsprodukt, det vil si
() = ga2(x) = (g1 * f)().

Fra tabellen vedlagt eksamensoppgavene har vi at

2 1
7 -./Z
F(g1)(w) = P
F(g2)( )_\/z 2
§2/0) = mTa4+w?

La f = Z(f). Fouriertransformasjon anvendt p4 (1) gir

o 2 2 2 .
R L
der vi har benyttet at F (g, * f) = V21 % (g)Z (f). Ved 4 lose (2) med hensyn pa f () far vi

fly =2 20 _ﬁ( 6 4
VraB+0d)d+0w?) Val4+w? 3+0?

der den siste likheten fremkommer ved delbrekoppspalting. Inverstransformasjon gir

og

)

F) = 3e2 = L oVl

V3

a) Fourierrekken til f svarer til fouriercosinusrekken til g, der

1

——COSTTX

0

1 2
a():f sinrxdx = -
0 T

1 1
a = 2[ sinmx cosmxdx = f sin2zxdx =0,
0 0

@

)
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og

1
a, = 2/ sinx cosnmxdx
0

1
= f (sin(1 - m7x +sin(1 + n)7wx) dx
0

1
cos(l+n)mrx

cos(l—-n)mx—

(n-1m (n+ 1w 0
2 1 1 1
=-———+ cos(l—-n)m— cos(l+n)w
nnc—-1 (n-n (n+1)m
_ —%nzl_l for n=2,4,6,...
0 for n=3,5,7,...

hvor vi har benyttet at 2sin ax cos fx = sin(a — B)x +sin(a + ) x (se ogsé side 88 i formelsamlingen).

Altsa er fourierrekken til f gitt ved

b) Innsatt for u(x, t) =

Det vil si,

X cos2nmx
Z ittt

2 4
T 7 4n2-1 "

n=1

F(xX)G(t) ius(x,t) = tyy(x, t) far vi

F(x)G(t) = F"(x)G(1).

F'(x) _G(1)
Fx) GO’
k k

som gir to ordineere differensialligninger

F"(x)-kF(x)=0
G -kG() =0

Randbetingelsene uy (0, f) = ux(1, ) =0 for t = 0 gir at

F'(0)=F'1)=0.

Vi har tre muligheter for konstanten k: (i) k > 0, (ii) k=0 og (iii) k <0.
(i) Innsattfor k= p? >0i (3) farvi F”'(x) — u? F(x) = 0 som har lgsning F(x) = Ae'* + Be™**. Fra (5)
kan vi slutte at A= B =0, og dermed at F(x) = 0, som kun gir den trivielle lgsningen u(x, t) = 0.
(ii) Innsattfor k=01 (3) frvi F”(x) = 0 som har lesning F(x) = Ax+ B. Fra (5) kan vi slutte at A =0,
og dermed at F(x) = B (der B kan veere forskjellig fra 0).
Innsatt for k = 0 i (4) far vi G(¢) = 0 som har lesning G(t) = C.
Altsé gir k = 0 lesningen

der Ay = BC.

u(x, t) = F(x)G(¢) = Ao,

3)
4

)

(iii) Innsatt for k = —pz <0i(3) farvi F"(x) + sz(x) =0 som har lgsning F(x) = Acos px + Bsin px.
FraF'(0)=0firviat B=0.Fra F'(1)=0farviat A=0eller p=nnforn=1,2,3,... Tilfellet A=0
gir kun den trivielle lasningen u(x, ¢) = 0. Altsé har vi at

forn=1,2,3,.

F,(x) = A, cosnmx

Innsatt for k = —n?n? i (4) far vi G(#) + n?2?G(t) = 0 som har lgsning

forn=1,2,3,.

Gp(f) = Cpe 71

Altsa gir k < 0 lpsningen

forn=1,2,3,.

Un (X, 1) = Fy ()G () = Ay cos nx e ™F

..ogder A, = A,C,.
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Ved & kombinere (ii) og (iii) sitter vi igjen med at de ikke-trivielle lasningene er gitt ved

2 2
Up(x,t) = A cosnmxe " T!

forn=0,1,2,...
c) La

o o -n?n’t
ulx, )=y uplx,0)=) Apcosnmxe .
n=0 n=0

Fra u(x,0) =sinnx for0< x <1 farvi
o0
u(x,0)= ) A,cosnux=sinnx.
n=0
Altsé er A, fourierkoeffisientene til fouriercosinusrekken til sinzx. Fra a) vet vi at

A _2 A =0 Aoy = 4 1
=—, 1= 0 = —
0 2n-1 g 2n a2 —1

forn=1,2,3,... Det gir
i": COS2NTTX _4,242;

1) 2 4
ux,)=———y ———e¢
A 4n2-1

n=1
I vart tilfelle er
f(x y(x0)=2000x(10 — y(x)),

slik at f(xp+1, Yn+1) = 2000x,,41 (10 — y,+1). Ett steg med baklengs Euler gir
y1 = Yo +hf(x1,y1) = 11+2000h%(10 - yy).

Det vil si,

11+20000K% 211
— - ="~ 510,05.
1+2000Hh2 21

Altsé gir baklengs Euler at y(0,1) = y; = 10,05.

n=

For & lose Ax = b loser vi forst Ly = b, og deretter Ux =y (der altsa A = LU). Fra oppgaveteksten har vi

-1
Ly= =| 1| =b,
4

Y2

1 00
2 10
0 4 1f |y

som gir, ved foroversubstitusjon,

Fra

far vi, ved tilbakesubstitusjon,
X3=8, X2=-3+x3=5 o0g x1=-1-x2=-6.
Altsd har Ax =blesning x = (-6,5,8).
@ Ved & benytte en sentraldifferanse i rom fér vi tilneermingen
Uyx (X, 1) = %[u(x+ h,t)-2u(x,t) +u(x—h,1)]. (6)

Ved & benytte en foroverdifferanse i tid fér vi tilnaermingen

1
ug(x, 1) = T [u(x, t+ k) —ulx, 0)]. (7)
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Innsatt for (6) og (7) i u;(x, 1) = uxx(x, £) + 5u(x, t) far vi
% [ulx, t+k)—ux, )] = % [u(x+h,t) =2u(x, t) + u(x—h,t)] +5u(x,t). 8)

Lax;=ih,i=0,1,2,3,40g tj = jk, j =1,2,3,..., 0gla U; j = u(x;, t;) = u(ih, jk). Da kan skrive (8) som
folgende eksplisitte differanseskjema

1 1
%(Ui,j+l -Uij)= ﬁ(UHl,j —2U;,j+ Uj-1,j) +5U,; j,

Dette gir
11
Uij+1=Uis1,j + Ui-1,j — 1—6Ui,j, 9)

der vi har benyttet at k/h? = 1i vart tilfelle.

Randbetingelsene gir at Upg = Us,0 =0, U1,0 = Usp =3/4 0g Uz = 1. Innsattfori =1,20g3 0g j =01 (9)

far vi henholdsvis
U 31 U. 13 U- 31
= — = — (0] = —.
1= 21= 75 g Usa 61

Detvil si, u(1/4,1/16) = Uy,; =31/64, u(1/2,1/16) = U, = 13/16 og u(3/4,1/16) = 31/64.

Returverdien til I(0.25,2) er 5/6.

Den eksakte verdien er .
5

1
f (®-x+1dx=
0 0 6

1 1
=X —=x*+x
3 2

Legg spesielt merke til at integranden i vart tilfelle er et andregradspolynom.

Det oppgitte programmet er en implementasjon av Simpsons metode for det aktuelle integralet. Simp-
sons metode gir for en generell integrand f(x) en tilneerming til

b
f fl)dx

ved 4 regne ut

m=1 rxpji2 h m—1
> f po,j)dx=— Y (flrz)) +4f(x2j41) + f(x2)42)),
j=0 JX2j 3 j=0

der p», ; (x) er et andregradspolynom som interpolerer f(x) i punktene Xz}, X2j+1 0g X2 +2 (med steglengde
h), hvor xo = a og X2, = b.

I vart tilfelle er f(x) = py ;(x) for alle j, og vi far dermed at Simpsons metode gir den eksakte verdien for
integralet.
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