@NTNU Eksamen 1 TMA4135 Matematikk 4D
Institutt for matematiske fag 1 2 august 2 O 1 3

Lgsningsforslag

La funksjonen f veere gitt ved f(x) = e 12, ogla fj = f(jh). Simpsons metode med h = 0,125 gir

1 0,125
f e‘xz/zdx: 3 (fo+dfi+2fr+4fs+2fa+4f5+2fc+4f7+ f3) = 0,8556.
0

a) La funksjonen g veere gitt ved g(t) = e?!(cost+2sint). Initialverdiproblemet kan skrives som
y'(t)=e*sint+(g*y)(1), t=0, y(0)=0. 6))

La Y = £(y). Ved & anvende laplacetransformasjon pa (1) far vi

Y= — +( s-2 2 )Y()
ST Ts-22+1 ((s-22+1 (s-2)2+1 S
Det vil si,
y(s) = — (i’l(l—i+ 2 )
Tss=22  als s—-2 (s-2)2)

der vi har benyttet delbrokoppspalting i overgangen (). Ved 4 ta inverstransformasjonen fér vi

|
=

y() =

b) Funksjonen v kan uttrykkes som v(f) = u(t—1), der u er enhetssprangfunksjonen. La Y = £ (y).
Laplacetransformasjon anvendt pa differensialligningen gir

1
Y () —s+w’Y(s)=—e ",
s

Det vil si,
Y(s)=

S 1 _s (%) S 1 1 S _s
NP R R Il B el
Sctw S(s% + w?) st w w*\s s°+tw

der vi har benyttet delbrokoppspalting i overgangen (s *). Ved a ta inverstransformasjonen far vi

u(t-1)
w?

y(t) =coswt+ [1-cosw(t—1)].

Den komplekse fourierrekken til f er gitt ved

&) .
Z Cn eznx
n=—oo
der

1 i inx K inx
cp=— x)e '"dx = e ""dx
v=3r ] S fo

B K n=0,
| Aa-e nzo.

Altsd er den komplekse fourierrekken til f gitt ved

oo 1 . .
K+ Z '_(1 _e—an)elnx.
n=—oo N
n#0
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La funksjonene y; og y» vaere gitt ved y1(x) = y(x), og y2(x) = y'(x). Det gir y1(0) = 1 0g y»(0) = —1.
Lasa

_n
y [J’z
slik at differensialligningen kan skrives som et system av forste ordens differensialligninger

Y2
-2y1-3xy2

] _

y_

yi] _
1 =
Y

1
=f(xy), y0O) = [_1]- 2

Eulers metode anvendt pa (2) gir
Va1 =Yn + (X, ¥5)

der h er skrittlengden. Innsatt for n =0 og h = 0,1 far vi
1 -1 0,9
yl—yO+0,1f(0,yO)— 1 +0,1 [_2] = [_1’2].

Altsa gir Eulers metode med & = 0,1 tilnaermingen y(0,1) = 0,9.

Gauss-Seidels iterasjonsmetode anvendt pa ligningssystemet gir
m_ 1 ©
x7'==010-z")=0
2

1 2
W=-@e+2xW)=2
yo=3t =3

1 23
@D Dy —
ZW=29-2yM)y=2=2,
g0 =5
Iterasjonene vil konvergere da systemet er strengt diagonaldominant.

@ * metodeEn definerer funksjonen g som

W=t
x)=—(x"-1).
§ 2
Ettersom

g’ () =12x3>1 for 1<x<2
kan vi ikke anvende teorem 1, side 797 i boken.

¢ metodeTo definerer funksjonen g som
g(x) = V1+2x.

Ettersom

lg' (x)| = <1 for 1<sx<2

1
2(1+2x)3/4

vil denne metoden konvergere (se teorem 1, side 797 i boken). Utforer vi denne metoden far vi
x1 = 1,3944, x,~1,3952, x3~1,3953, x4~1,3953.

Altsé er losningen til
xt-2x-1=0

iintervallet [1,2] til fem signifikante sifre tilneermet lik 1,3953.
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a) Lafunksjonen # veere gitt ved & anvende fouriertransformasjon pa u med hensyn pa x,

iw, t) = u(x, e 9% dx.

1 [
V)
Fra egenskapene til fouriertransformasjon far vi at

F (Uyy) = —0° 1.
Fouriertransformasjon anvendt pa den partielle differensialligningen gitt i oppgaven gir

i
a—l; = —w’0.

Fouriertransformasjon anvendt pé initialbetingelsen gir

1 00 X 1 00 . R
N 0)= — 0 —iwx 4 :_f —iwx _ .
f:(0,0) = —— ﬁ L0 = — | fue )

Altsa kan vi, ved & anvende fouriertransformasjon, skrive det gitte problemet som initialverdi-

problemet
o 2. A A
—=-0'ld, 0 =f(w). ©)
ot
b) Hyvis vi fikserer w kan vi skrive (3) som den ordinere differensialligningen
di A
T =0’ (0,0 = o),

som har lgsning
i, 1) = Cwe ™"
Fra ii; (w,0) = f(w) far vi
i (,0) = —0*C(w) = f(w).
Altsd er - ,
iw, 1) = —Ef(w)e_‘” L

Ettersom f = % (g") = —w?§ forenkler dette seg til

A, 1) = gwe ", )
¢) La funksjonen / vare gitt ved
~ 1 2
hw, 1) = —e @,
Van
slik at (4) kan skrives som .
U(w, ) =vV2n g(w) h(w, ). (5)

Ved & ta inverstransformasjonen av (5) far vi

u(x, t) =f gx—p)h(p,t)dp,

der

1 1 foo\/_ WPt o 1
o 2te ePdw|=

2\/nt(\/2n —o00 2vVmt

N

9
e P rso,

1 o . .
h ,t):—f h(w, He'®Pdw =
(p Nz )

-

e*p2/4t

hvor vi har benyttet den oppgitte fouriertransformasjonen (i formelarket)

med a = 1/4¢. Altsa har vi at

1 o0 2
u(x,t):—/ (x—pe P *dp, t>o0.
2vVmt 7oog P p
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