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Hvis f (t) = ef, er ligningen i oppgaven
Y'Yy ) +y) =2 = (y*f)(b).
MedY = Z(y) og F(s) = £ (f)(s) = 1/(s—1) far vi ved bruk av initialbetingelsene

2 2 Y(s)
S?Y(s) —s+sY(s) =1+ Y(s) = - —
s—1

siden #(y = f) = YF. Dette forenkler vi til

1 2
PP+s+1l+——|YG6)=s+1+ =
s—1 s3

g3

2
Y(S):S+1+—3
S

-1
s—D(s+1 2(s =1
Y(s):( )3() )+ ( _ )
s 15
1 2 1
Y(S):——S—3+S—5—2S—6,
som invers-transformerer til
N1 2 t4 t5
YO =15+ 5 "%

Fra formelarket eller tabeller vet vi at

y(fa) (W) = %e—aﬂ/@la)_
a

Fouriertransformasjonen tar konvolusjon til produkt, sa

F (fa* fo)(w) = V2ng (f) (W) F (fp)(w) = ,’ ”b ~(ztm)e’

2cT Ww?
/(4c) —
=\ \’2C \/ —F (f)(w),

1 1 1

o m W

hvor

altsd
o 1 B ab
Tal4b ' a+b
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Inverstransformasjon gir

_ T _ T _ex? _ T —abx?/(a+b)
<fa*fb>(x)_Va+bfc(x>_\ja+be _da—i-be ’

a) Skriv

1 0 0 Uiyqp U Uqz
L=|my 1 0|, U=| 0 uxp uxy],

Mz M3zp 1 0 0 Uzs

1 0 0\ /unn upp U3
A=LU=|my; 1 0 0 uxp ux|,

Mmzq M3zp 1 0 0 Uz

altsa

som med Doolittles metode (Kreyszig s. 850) gir

Ui = 3,
Uiy = 9,
Uiz = 6,

mpuyy = 18,
Mpyi1p + Upy = 48,
Mo U3 + Upz = 39,
mzqugp =9,
M3y + Mzplipy = =27,
M3 U3 + M3plpg + Uzz = 42.

1 00 3 9 6
3 91 0 0 =3

b) Ligningen Ax = b er ekvivalent med (se Kreyzsig s. 850)

Dermed er

Ly=b, Ux=y,

og a lese hver av disse ligningene kan gjores betydelig raskere enn den opp-

rinnelige ligningen.
-3
y=121
-9

ved & lose Ly = b. Videre loser vi Ux = y og finner

Vi finner at

29. november 2015 Side 2 av 6



Losningsforslag for eksamen 10. desember 2015

Siden f er odde, er dens Fourier-rekke pa formen

S(x) = Z b,, sin nx

n=1
med
2 m
b, = — x sinnx dx
n==
2 [ 1 x r:”
= — | = sinnx — — cos nx
T |n n
n=0
— (_1)n+1%
nl
altsa

o (_1)1’1+1
S(x)=2 Z . sin nx.
n=1

f er diskontinuerlig i 77, s&
s . _ 1 _
50 = 3 (Jimf00 + Jim f0) = 54 m =0

Grafen til S pa [—27,27r] er vist i figur 1.

N W

Figur 1: Grafen til S fra oppgave 4. Prikkene er (+77, S(£77)).

a) u(x,t) = F(x)G(t) innsatt i PDE-en gir
F"(x)G(t) + 4F (x)G(t) = F(x)G' (1),

som blir

F'(x) G

Foo — G
Siden venstre side er uavhengig av t og heyre side er uavhengig av x, er begge
sider lik en konstant k. Dette gir oss to ODE-er:

F'"(x) —kF(x) =0 (1)
G't)— (k+4)G() =0. (2)
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b)

Vi betrakter forst ligning (1). Dersom k > 0, er dens lesninger pa formen
F(x) = Ae‘/%x + Be_‘/%x.

Venstre randbetingelse gir 0 = u(0,t) = F(0)G(t) for alle t, som gir 0 = F(0) =
A+ B,altsd A = —B, sa

F(x) = A(eVkx — p=Vixy,

Néer F'(x) = \/EA(B‘/%X + e_‘/Ex), s& hoyre randbetingelse gir 0 = F'(7r), som
gir A = 0. Tilfellet k > 0 gir altsa bare trivielle lasninger.
Hvis k = 0, er lesningene av ligning (1) pa formen

F(x) = Ax + B.

Venstre randbetineglse gir 0 = F(0) = B, altsd F(x) = Ax, mens hoyre randbe-
tingelse gir 0 = F'(71) = A, s& ogsa dette tilfellet gir kun trivielle lesninger.
Hvis k < 0, er losningene av ligning (1) pa formen

F(x) = Acos \/—_kx + Bsin \/—_kx.

Venstre randbetingelse gir 0 = F(0) = A, altsd F(x) = Bsin \/—_kx. Daer F'(x) =
V—kB cos V—kx, sa hoyre randbetingelse gir

0=F' () = \/—_chos \/—_krc.

For & unnga triviell losning (B = 0), kan vi velge V—k = n/2forn =1,3,5, ....
Losning av ligning (1) er altsd

C(2n—-1
Fn(x):anm< 5 x)

forn=1,2,3,....
Med k = —(2n — 1)?/4 er losning av ligning (2)

G,(t) = Ane(4—(2n—1)2/4)t‘

Generell losning av PDE-en er derfor

o d 2n—1
u(x, t) — Z Fn(X)Gn(t) — Z Cne(4_(21’1—1)2/4)t Sln( nz x) .
n=1 n=1

Initialbetingelsen gir

3 5 7 >
sin<§x> + 25111(536) + 3sin (Ex> =u(x,0) = ';Cn sin nx.

Med andre ord er Cq, C, ... Fourier-sinus-koeffisientene til funksjonen pa venst-
re sideiligningen over. Disse kan regnes ut pd vanlig mate, eller vi kan lese dem
av direkte siden venstre side allerede er en Fourier-sinus-rekke:

szl, C3:2, C4:3

og C, = O ellers.
Lasningen vi seker er derfor

3 5 7
u(x,t) = e’t/*sin (Ex> + 2e %4 gin <5x> + 3¢ 33t/ gin (Ex) )
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¢) (Besvarelsen er her mye mer ordrik enn det som kreves pa eksamen. Den er
kopiert fra LF til oving 12, med de nedvendige modifikasjoner.)
Vi gdr frem som i forelesningene oghttp://www.math.ntnu.no/emner/TMA4135/
2015h/notater/crank-nicolson/cn.pdf. Notatet hdndterer jo egentlig den
vanlige varmeledningsligningen, altsd den uten en ekstra 4u(x,t), men frem-
gangsmaten er noyaktig den samme!
Del [0, 7] inn i intervaller med noder xq, x1, ..., x5 i en avstand / fra hverandre,
altsé h = 7t/N. Ved & bruke sentmldzﬁ‘erenstilnaermingenl,

0%u 1

—u(x,t) = 7

52 (u(x +h,t) —2u(x,t) + u(x —h,t)),

forvandler vi PDE-en fra oppgaven til et system av ligninger

) 1
a—Lt[(ih, £) % =5 il + Iy £) = 2u(ih,£) + uGh = I, £)) + duGih, b
for0 <i < N.

Hyvis vi skriver v;(t) for var tilneerming av u(ih, t), kan dette systemet skrives

1
v'i(t) = h—2(0i+1(f) — 20;(t) + v;_1 (1)) + 4o, ()

for0 <i < N.

Med denne notasjonen blir randbetingelsene vy (t) = u(0,t) = 0 og vn () =
u(Nh,t) = u(m,t) = 0.
Med v(t) = (v1(t),v5(t),...vn_1(t)) kan vi skrive systemet som

Uy () — 201 (#)
v3(t) — 20, () + v ()
v (t) = = +4v(t) = £(t,v(t)). 3)
on-1(t) —20n_2(F) + On_3(F)
—2uNn_1(t) + on_a(t)

Ligning (3) kan loses med en hvilken som helst Runge-Kutta-metode for syste-
mer av ODE-er. Crank-Nicolson metode fés fra RK-metoden som har Butcher-

tabell
0 0

111/2 1/2.
1/2 1/2

Skriv k for tidsskrittlegnden, og tidsskrittindeks som superskript (altsa v/ ~
v(jk)). Da er denne metoden

. ok .k .
vitl = v/ + Ef(tj,vf) + Ef(tj+1,vf+1).

1Som i forelesningene: legg sammen Taylor-rekken for u(x+h, ) og for u(x—h, t) slik at de odde potensene
av h forsvinner, og se bort ifra ledd av orden sterre enn 2.
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Anvendt med f fra ligning (3) far vi

1 . . . .
K (9 b o
G [ | | -k 4
: = : + T : + 2k :
i , ‘ 4 . ‘
U]z%z 77]1_\1—2 N1 __ZUIN—Z + N3 U]N—z
N-1 Un_1 —20N_1 + UN_y Un_1
| 27]2+1 _'22)]1#-1). U]1+1
L Z]é+1 _ 20]24—1 + Z7]1+1 Ul;l
| e [T
N —,257]1\1—2 + i’lN—3 Ulsz
—277]1\?—1 + U]z\Jrr—z UI]\JJF—1

Omformer vi til en matriseligning, og innferer r = k/h?, far vi det tridiagonale

ligningssystemet
1+r—2k  —r/2 o)
—r/2 1+r—-2k —r/2 z/2+1
—r/2 . E
—7/2 U]z\Jrriz
—r/2 1+r—-2k e
N-1
g =20
I
= (1+ 2k) K + E ' : . 4)
UlN—z U]N—l —_277]1\7—2 + U]N—s
Un-1 —20N_1 + On_2

Vi skritter fra tidsskritt j til j + 1 ved & lose dette systemet.

@ Funksjonene utferer henholdsvis iterasjonene x,, ;1 = g1(x,) 08 x,,41 = g2(x,) med
g1(x) = —Inx og g»(x) = e™*, begge med starti xy = 1/2. Da har vi at

seret fikspunktforg; & s=—-Ins < e° =s < seretfikspunkt for g,

sa fikspunkt for begge funksjonene er losning av ligningen i oppgaven. Siden g7 (x) =
—1/x, er |g1(1/2)| = 2 > 1, s& derfor er ikke x( i noe intervall hvor g; er en kontrak-
sjon. Dette utelukker metodeEn.

Se pé den kontinuerlige funksjonen f definert ved f (x) = g, (x) —x. Sidenf(1/2) > 0
og f(In2) < 0, gir mellomverdisetningen at f har et nullpunktil = [1/2,In2], som
betyr at g, har et fikspunkt i I. Videre er g5 (x) = —e™, sd maksimum for |g5| pa I er
Ig5(1/2)| < 1. Det er ogsa klart at g, (x) € I for alle x € I, s& g, er en kontraksjon pa
I. Derfor konvergerer fikspunktiterasjon med ¢, altsd metodeTo, til ensket losning
narxg =1/2 € L.
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