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Oppgave 1 La f(x) = x3 og x 0 1 2
y 0 1 8 .

a) Finn andregradspolynomet p(x) som interpolerer punktene.

b) Approksimer integralet
∫ 2

0 f(x) dx ved Simpson’s metode ved å beregne f i
tre punkter.

c) Beregn integralene
∫ 2

0 f(x) dx og
∫ 2

0 p(x) dx og forklar sammenhengen med
de foregående beregningene.

d) Beregn en approksimasjon av f ′(1) ved sentrale differanser og funksjonsver-
diene i punktene x = 0, x = 1 og x = 2.

e) Beregn p′(1) og forklar sammenhengen med de foregående beregningene.

Oppgave 2 I denne oppgaven skal du se på løsning av ligningen y′ = xy2 med
startverdi y(0) = 1.

a) Vis at y = (1− x2

2 )−1 er en løsning.

b) Hvilken metode er implementert i følgende Python kode.
def metode (N) :

x = 0
y = 1
h = 0 .1
def f ( x , y ) :

return ( x ∗ y ∗ y )
for n in range (0 ,N) : # 0 <= n <= N−1

A = h∗ f (x , y )
B = h∗ f ( x + h , y + A)
x = x + h
y = y + 0 .5∗ (A + B)

return y

c) Hva blir resultatet med N = 1?

d) Beregn en approksimasjon til y(0.1) ved et steg med trapesmetoden.

e) Hvilken orden har metodene?
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Oppgave 3 I denne oppgaven er L(y) Laplace transformasjon av y(t).

a) Beregn L(8 cos(2t)).

b) Beregn L−1
(

exp(−πs)
s2+4

)
.

c) Finn y(t) når y′′ + 4y = δ(t− π), y(0) = 8 og y′(0) = 0.

d) Finn L(1 ∗ y) når y(t) = t3

3! .

e) Finn y(t) når y(t)−
∫ t

0 y(τ)sin(t− τ) dτ = t2.

Oppgave 4 La g være den odde utvidelsen til

f(x) =
{
x hvis 0 ≤ x < 1

2 ,
1− x hvis 1

2 ≤ x ≤ 1.

a) Skisser grafen til y = g(x) for −1 ≤ x ≤ 1. Finn Fourier-sinusrekken til f .

b) Vis at π2 = 8(1 + 1/32 + 1/52 + 1/72 + · · · ).

c) Finn løsningen u(x, t) til varmeligningen

ut = uxx, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t

som oppfyller randbetingelsene u(0, t) = u(1, t) = 0 og startbetingelsen
u(x, 0) = f(x) ved separasjon av variable. Hint: Start med u(x, t) = F (x)G(t).

d) Vis at v(x, t) = u(x, t) + 1 − x løser varmeligningen vt = vxx med randbe-
tingelsene v(0, t) = 1, v(1, t) = 0 og startbetingelsen v(x, 0) = f(x) + 1− x.
Forklar hvordan denne varmeligningen kan løses ved Crank-Nicolson meto-
den.

e) La X(t) = u(1/4, t) = u(3/4, t) og Y (t) = u(1/2, t). Beregn en approksima-
sjon til X(1/16) og Y (1/16) ved å beregne et steg med den implisitte Euler
metoden.
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Oppgave 5 La z = h(x, y) = |(x, y)| =
√
x2 + y2 og ~a = (1,−1).

a) Beregn gradienten ∇h og den retningsderiverte D~ah i P ∗ = (10, 10)/
√

2.

b) Skisser grafen til z = h(x, y) og forklar hvordan du kunne funnet ∇h direkte
ved et geometrisk argument.

c) La Q = (15, 15)/
√

2. Skisser nivåkurven gitt av h(x, y) = 10, punktet Q,
(∇h)(Q) og tangentlinjen L til nivåkurven i punktet P ∗.
Forklar hvorfor tangentlinjen L er gitt av punktene P som oppfyller ligningen
(∇h)(Q) · (Q− P ) = 5.

Oppgave 6 En robot har posisjon R i et rektangulært rom med hjørner
A,B,C,D hvor sidekantene har lengde 20m og 10m. Roboten finner sin posisjon
ved signaler sendt ut fra hjørnene.

a) Roboten måler avstandene |R− A| = 15.5m og |R−B| = 6.5m. Tegn figur
med skala slik at 1m tegnes som 1cm og finn posisjonen R∗0 = (x0, y0) med
en nøyaktighet på 1m ved å måle på figuren.
De to avstandene gir to ikke-lineære ligninger som kan løses ved Newton’s
metode. La R∗0 være startverdien og beregn en bedre approksimasjon R∗1 ved
å utføre et steg med Newton’s metode.

b) La startverdien være R0 = C hvor C er hjørnet nærmest hjørne B. Forklar
hvordan en bedre approksimasjon R1 kan finnes ved en geometrisk tolkning
av Newton’s metode i dette tilfellet.
Finn R1 ved å utføre et steg med Newton’s metode med den geometriske
metoden.
Anta at roboten kun har målingen |R−B| = 6.5m tilgjengelig. Hvilket
punkt RB vil Newton’s metode konvergere mot da?
Anta at roboten har måling av avstanden fra alle fire hjørner tilgjengelig.
Forklar hvordan Newton’s metode kan brukes til å finne posisjonen R.

To sider med formler er vedlagt.
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Numerics

• Fixed-point iteration: x(k+1) = g(x(k)) converges if |g′| ≤ K < 1

• Vectorial Newton’s method: x(k+1) = x(k) + h(k) and h(k) is the smallest
least-squares solution of f ′(x(k))h(k) = −f(x(k)) with f ′ij = ∂jfi

• Lagrange interpolation polynomial:
pn(x) = ∑n

k=0 Lk(x)f(xk) and Lk(x) = ∏
i 6=k

x−xi

xk−xi

• Newton series: f(x) = f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + · · ·

+f [x0, x1, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1) + f (n+1)(t)
(n+1)! (x− x0) · · · (x− xn)

• Taylor series: f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·

+f (n)(x0)
n! (x− x0)n + f (n+1)(t)

(n+1)! (x− x0)n+1

• Trapezoid rule:
∫ b
a f(x) dx = h

[
1
2f0 + f1 + f2 + . . .+ fn−1 + 1

2fn

]
− b−a

12 h
2f ′′(t)

• Simpson rule:
∫ b
a f(x) dx = h

3

[
f0+4f1+2f2+. . .+4f2m−1+f2m

]
− b−a

180 h
4f (4)(t)

• Jacobi iteration: x(k+1) = b− Lx(k) −Ux(k) with A = I + L + U

• Gauß–Seidel iteration and Liebmann’s method:
x(k+1) = b− Lx(k+1) −Ux(k) with A = I + L + U

• ADI: −∆xu
(n+ 1

2 ) = ∆yu
(n) + ρ, −∆yu

(n+1) = ∆xu
(n+ 1

2 ) + ρ

• Euler method: yn+1 = yn + hf(xn,yn)

• Improved Euler method: k1 = hf(xn,yn), k2 = hf(xn + h,yn + k1),
yn+1 = yn + 1

2k1 + 1
2k2

• The classical Runge–Kutta method:
k1 = hf(xn,yn), k2 = hf(xn + h/2,yn + k1/2),
k3 = hf(xn + h/2,yn + k2/2), k4 = hf(xn + h,yn + k3),
yn+1 = yn + 1

6k1 + 1
3k2 + 1

3k3 + 1
6k4

• Implicit Euler method: yn+1 = yn + hf(xn+1,yn+1)

• Trapezoid and Crank-Nicolson methods: yn+1 = yn+h
2 [f(xn,yn) + f(xn+1,yn+1)]

• Finite differences: u′(x) ≈ u(x+h)−u(x−h)
2h , u′′(x) ≈ u(x−h)−2u(x)+u(x+h)

h2
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Fourier series: f (x) ∼ a0+
∑∞
n=1

(
an cos

(
nπx
L

)
+ bn sin

(
nπx
L

))

a0 = 1
2L

∫ L

−L
f(x) dx, an = 1

L

∫ L

−L
f(x) cos

(
nπx

L

)
dx, bn = 1

L

∫ L

−L
f(x) sin

(
nπx

L

)
dx

Fourier transform

f(x) = 1√
2π
∫∞
−∞ f̂(k)eikx dk f̂(k) = 1√

2π
∫∞
−∞ f(x)e−ikx dx

f ∗ g(x)
√

2πf̂(k)ĝ(k)

f (n)(x) (ik)nf̂(k)

e−ax
2 1√

2ae
−k2/4a

e−a|x|
√

2
π

a
k2+a2

1
1+x2

√
π
2 e
−|k|

f(x) = [|x| < a]
√

2
π

sin ka
k

Laplace transform

f(t) F (s) =
∫∞

0 e−st f(t) dt

eatf(t) F (s− a)

cos(ωt) s
s2+ω2

sin(ωt) ω
s2+ω2

cosh(ωt) s
s2−ω2

sinh(ωt) ω
s2−ω2

tn n!
sn+1

eat 1
s−a

f(t− a)u(t− a) e−saF (s)

δ(t− a) e−as


