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Oppgave 1 La f være definert ved

f(x) = π

4 − x

2 , for 0 < x < π.

a) Finn Fourier-cosinus-rekken til f .

b) Bruk resultatet til å beregne summen
∞∑

n=0

1
(2n + 1)2 .

Oppgave 2 Løs integralligningen∫ ∞

−∞
f(x − t)e−|t| dt = e

−x2
2

ved hjelp av fouriertransform.

Oppgave 3 Betrakt den ordinære differensialligningen

y′′ − 3y′ + 2y = 0,

med initialbetingelsene
y(0) = 1 og y′(0) = 0.

a) Løs ligningen ved hjelp av laplacetransform.

b) Skriv ligningen om til et ligningsystem, og finn en approksimasjon til y(0.1)
ved å beregne ett steg med Eulers eksplisitte metode. Bruk 6 siffer i bereg-
ningene.

Oppgave 4 Ligningen e
x
3 − x = 0 har en entydig løsning på intervallet (0, 3).

Finn en tilnærming til denne ved å sette x0 = 1, og beregne tre fikspunktiterasjo-
ner. Bruk 5 siffer i dine beregninger.

Oppgave 5 Gitt ligningssystemet

4x1 − x2 + 2x3 = 20
− x2 + 4x3 = 28

−x1 + 4x2 − x3 = −40

Beregn to iterasjoner av Jacobis metode med x0 = (1, 1, 1) som startverdi. Bruk
5 siffer i dine beregninger.
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Oppgave 6 La u(x, t) være temperaturen ved tid t i en stav med lengde 3 som
ligger langs x-aksen. Den tilfredsstiller varmeligningen

∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 , 0 ≤ x ≤ 3, t ≥ 0,

med randbetingelser
u(0, t) = u(3, t) = 0, t ≥ 0.

a) Finn alle løsninger på formen u(x, t) = F (x)G(t) som tilfredsstiller randbe-
tingelsene.

b) Ved tiden t = 0 er temperaturen gitt ved f(x) = 2 sin
(

πx
3

)
. Finn løsningen

som også tilfredsstiller denne initialbetingelsen.

c) Bruk Crank–Nicolsons metode med k = 0.5 og h = 1 for å approksimere
verdien av u(1, 0.5). Bruk 5 siffer i dine beregninger.
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Fourier Transform

f(x) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiωx dω f̂(ω) = 1√

2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx

f ∗ g(x)
√

2πf̂(ω)ĝ(ω)

f ′(x) iωf̂(ω)

e−ax2 1√
2a

e−ω2/4a

e−a|x|

√
2
π

a

ω2 + a2

1
x2 + a2

√
π

2
e−a|ω|

a

f(x) = 1 for |x| < a, 0 otherwise
√

2
π

sin ωa

ω

Laplace Transform

f(t) F (s) =
∫ ∞

0
e−stf(t) dt

f ′(t) sF (s) − f(0)
tf(t) −F ′(s)

eatf(t) F (s − a)

cos(ωt) s

s2 + ω2

sin(ωt) ω

s2 + ω2

tn n!
sn+1

eat 1
s − a

f(t − a)u(t − a) e−saF (s)
δ(t − a) e−as

f ∗ g(t) F (s)G(s)
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Numerics

• Newton’s method: xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk) .

• Newton’s method for system of equations: ~xk+1 = ~xk − JF (~xk)−1F (~xk),
with JF = (∂jfi).

• Lagrange interpolation: pn(x) = ∑n
k=0

lk(x)
lk(xk)fk, with lk(x) = ∏

j 6=k(x − xj).

• Interpolation error: εn(x) = ∏n
k=0(x − xk)f (n+1)(t)

(n+1)! .

• Chebyshev points: xk = cos
(

2k+1
2n+2π

)
, 0 ≤ k ≤ n.

• Newton’s divided difference: f(x) ≈ f0 + (x − x0)f [x0, x1]+
(x−x0)(x−x1)f [x0, x1, x2]+ · · ·+(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1)f [x0, . . . , xn],
with f [x0, . . . , xk] = f [x1,...xk]−f [x0,...,xk−1]

xk−x0
.

• Trapezoid rule:
∫ b

a f(x) dx ≈ h
[

1
2f(a) + f1 + f2 + · · · + fn−1 + 1

2f(b)
]
.

Error of the trapezoid rule: |ε| ≤ b−a
12 h2 maxx∈[a,b] |f ′′(x)|.

• Simpson rule:
∫ b

a f(x) dx ≈ h
3 [f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + · · · + 2fn−2 + 4fn−1 + fn].

Error of the Simpson rule: |ε| ≤ b−a
180 h4 maxx∈[a,b] |f (4)(x)|.

• Gauss–Seidel iteration: x(m+1) = b − Lx(m+1) − Ux(m), with A = I+L+U.

• Jacobi iteration: x(m+1) = b + (I − A)x(m).

• Euler method: yn+1 = yn + hf(xn, yn).

• Improved Euler method: yn+1 = yn + 1
2h[f(xn, yn) + f(xn + h, y∗

n+1)], where
y∗

n+1 = yn + hf(xn, yn).

• Classical Runge–Kutta method: k1 = hf(xn, yn),
k2 = hf(xn + h/2, yn + k1/2), k3 = hf(xn + h/2, yn + k2/2),
k4 = hf(xn + h, yn + k3), yn+1 = yn + 1

6k1 + 1
3k2 + 1

3k3 + 1
6k4.

• Backward Euler method: yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1).

• Finite differences: ∂u
∂x

(x, y) ≈ u(x+h,y)−u(x−h,y)
2h

, ∂2u
∂x2 (x, y) ≈ u(x+h,y)−2u(x,y)+u(x−h,y)

h2 .

• Crank–Nicolson method for the heat equation: r = k
h2 ,

(2 + 2r)ui,j+1 − r(ui+1,j+1 + ui−1,j+1) = (2 − 2r)uij + r(ui+1,j + ui−1,j).


