BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for matematiske fag

Eksamensoppgave i TMA4125/30/35 Matematikk 4D

Faglig kontakt under eksamen:
TIf:

Eksamensdato:
Eksamenstid (fra—til):

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: Kode C:

Bestemt, enkel kalkulator

Et stemplet gult A5-ark med egne handskrevne notater og formler (begge sider)
Vedlagt formelark

Annen informasjon:

Alle svar ma begrunnes og skal inneholde nok detaljer til at det kommer klart fram svar har fram-
kommet.

Lykke til!

Malform/sprak: bokmal
Antall sider: 10
Antall sider vedlegg: 1

Kontrollert av:

Informasjon om trykking av eksamensoppgave
Originalen er:

1-sidig O 2-sidig X
sort/hvit X farger O Dato Sign
skal ha flervalgskjema [OJ

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du sparsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt. Eksa-
menskontoret vil ikke kunne svare pa slike spgrsmal.






TMA4135 Mathematics 4 N/D, August 2019 Side 1 av 10

Oppgave 1 La u veere heavisidefunksjonen
0 fort <0
u(t) =
1 fort >0
a) Vis at
L(u(t—a)) = ‘ , fora>0.
s

b) Lgs initialverdiproblemet
y't) +ylt) =ut—1)  y(0)=y(0)=0

og skisser lgsningen.

Forslag til lgsning:

L(u(t —a)) = / u(t —a)e " dt = / et dt = &
0 a S
Now apply L.T. to b) we get
Y4y =2
s
thus
~ os(s24+1)°
Notice that 1 ny
: s+
L Zt = =
(<) s—1 241
and the Euler formula together give
1
L(sint) =
(sint) 241’
thus
Y = L(u(t —1)) - L(sint),
which implies that
0 ift <1,

y(t) = /Otu(t—T— l)sinTdr = { .

o sinTdr=1-—cos(t—1) ift>1.

y(t) = u(t — 1)(1 — cos(t — 1)).
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Oppgave 2 Denne teller som totalt en deloppgave.
a) Finn fourierrekken til funksjonen

f(x) =sin(3z) +sin(z) + 1

pé intervallet [—m, 7].

b) Problem for 4N
Finn Fouriertransformasjonen til funksjonen f(z) = 6x exp(—5z?).

c) Gitt funksjonen
u(z,y) = vy +y° + * + siny.

Beregn gradienten til u.

Forslag til lgsning:

Since Fourier series of a 27 periodic function is an orthogonal decomposition wrt
the orthogonal basis {1, cos nt,sinnt},>1, we know that

f(z) = sin(3z) + sin(x) + 1
already gives the Fourier series of f.

Recall that F(f'(z))(w) = iwF(f(z))(w) and observe that

f(z) = 6z exp(—ba?) = —Eiexp(—5x2).

10 dz
Then
F(orexp(-51%) = #(~ 5 expl(~32")
= —1601'10.7-"( exp(—5x2))
= oy (~v/)
Compute

Uy = y + 2€%°, Uy = & + 2y + cos y,

the gradient of u can be written as

(y + 2e**, x + 2y + cos y).
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Oppgave 3 The answer to this may be written down on the yellow sheet, so
it should be given some twist.

Could we give the Laplace equation instead? It has not been lectured, but the
technique is exactly the same.

Morten: If you want to keep the wave equation: One initial value is missing.

Finn lgsningen til bglgelikningen
Utt = Uz,
for 0 <z < 7 ogt > 0 med randkrav
u(0,t) = u(m,t) =0

og initialkrav
u(z,0) =sinz, wu(z,0) =0.

Forslag til lgsning:

It is easy to check that
u(zx,t) = sinx cost

is the solution.

Oppgave 4 Utled lgsningsformelen

1 o0 —(z—)?
u(zw,t) = T [m f(v)e e dv, t>0,

for varmelikningen
2
Ut = C Ugy,

pa hele x-aksen med initialkrav

u(z,0) = f(x).
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Forslag til lgsning:

Apply a change of variable 2¢*t = s, it is enough to prove the case that 2¢? = 1.
Consider Fourier transform of u; with respect to the x variable

F(up) = ug(w) w(t, x)e ™ dx.

- =1

Then we have

1 1 0 1
Fluy) = F <2um> \/% um(t x)e” " dx.

Recall that if u is smooth and rapidly decreasing with respect to x then

/ Ugze "V dr = / e " d(u,) = —/ ug d(e” ) = zw/ uge " dx,
— o —00 —0oQ —00

the same computation for u gives
o0 . 9] .
/ uze “Vdx = zw/ ue " dx,
—c0 —0o0

thus we have

F(uy) = i F(u), F(u):= 1/00 u(t, r)e” " dx

Notice that we also have

F(ug) = (F(u))s-
Thus F(u) satisfies the following ODE.

The general solution is
_w?
F(u)(t,w) = c(w)e™2 *.

Notice that our initial condition implies

F(u)(0,w) z)e ™ dr = F(f).

-7 L1

Thus
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Now we have

F(u)(t,w) = F(f) -e2 "
Recall that

—u? 1 0 —7%’2 —syu
62:%/_00626ydy.
Take 7
U:U}\/I_f,yzﬁ,
e et —w?, 1 © o 1 —o?
ez :\/ﬁ/_ooe%e d:t:%]:(e%).
Thus

—

Ftw) = 7))

Vit

and the Fourier convolution formula gives

1 _ 2 (o) 1 —(z—p)2
u(t,7) = o= (fxe®) = [ f) e " dp,

i.e. the solution u(t, x) is given by convolution of the initial temperature distribu-
tion with the heat kernel.

~

Oppgave 5 Finn polynomet av grad 3 som interpolerer f(z) = e” i punktene
r=0,x=1,xrx=20gz=3.

Forslag til lgsning: Laplace interpolasjon:

(x—1)-(z—2)-(z—3) z(z—-2)(z—3) =z-(z—1)-(z—-3) 45 z-(x—1)-

NS SRS A NSRS N S E = R
—23+622 - 11z +6 23— 52%+6x —r3+42® -3z , 2 —3x*+2zx ,
- 6 * 5 6 o 6

Oppgave 6 Vis at

flx+h)=2f(x)+ f(x - h)
h2
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er en andre ordens approksimasjon til f”(x). Hint: Bruk Taylor-rekker. Du kan
forutsette at f er tilstrekkelig glatt.

Forslag til lgsning: Taylor-utvikler f(z + h) rundt x:

f(x—l—h)—Qf(m)—I—f(m—h)_l ! h? " h? " h* 4
: —z (1@ +1r@ + L@+ e + o)

- 2f()
¥ 1(@) ~ (@) + (@)

h3 " h4 4
- L)+ )

=f"(z) + Z?(f “ &)+ f ) (fg)) (Middelverdisetningen)
_ gy 4
=f"(z) + EJM (€)-

Hererz —h< & <x,z <& <zx+hogéy <éE<éy,sdarx—h<éE<ax+h.
Forutsatt at f)(x) er kontinuerlig i et omrade rundt z si finnes en konstant C
slik at |fW| < C i omradet, og

fle+h)—2f(@)+ flz—h)) _C,,
1
f(x) — > )<fﬂ.
Tilnsermelsen er av orden 2.
Oppgave 7 La Q[f] veere en kvadraturregel som beregner en tilngermelse til

integralet

Om denne kvadraturregelen vet vi folgende: Det finnes en s € (a,b) slik at

(b—a)®
6430

If]=Qlf] = - FO(s).

Forklar hva en kvadraturregels presisjonsgrad er, og finn presisjonsgraden til oven-
nevnte kvadraturregel. Svaret skal begrunnes.
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Forslag til lgsning: En kvardaturregel har presisjonsgrad d dersom

I[p] = Qlpl, for alle p € P,.

Et polynom av grad ¢ er gitt ved
Pg(z) = gz + ag 127 + -+ + a1z + ap.

Dermed er p@(z) = 0, mens p@(x) # 0 hvis a, # 0.
Og vi kan konkludere med at kvadraturformelen over har presisjonsgrad 3.

Oppgave 8

a) Gitt ligningen
y =y, y0)=L

Skriv ned en fullstending algoritme for & finne en tilnsermelse til y(2) ved
bruk av implisitt (baklengs) Eulers metode, med steglengde h = 1/N.

Utfor et steg med algoritmen med h = 0.1, dvs. finn en tilnsgermelse til y(0.1).

NB! Algoritmen ma gjerne skrives i form av kode i f.eks. MATLAB eller
Python. Den skal uansett veere tilstrekkelig detaljert til at den kan imple-
menteres.

Forslag til lgsning: En passende python-kode kan vaere:

from numpy import sqrt

N = 20 # Given the number of steps
h = 2/N # or the stepsize
y =1 # and the initial wvalue

for n in range(N):
y = y+hx*sqrt(y) # The Euler steps
print (’y(2) is approximately ’, y)

Et skritt med metoden er:

Y=Y+ hyg=1401-1=11.
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b) Vi antar na at ligningen over lgses med en ikke oppgitt metode. Feilen ey =
ly(2) —yn| er mélt for ulike skrittlengder h = 2/N, og resultatet er presentert
i folgende konvergensplott:

Convergence plot

1072 107!
h

Hva mener vi med en metodes orden, og hvordan kan ordenen leses av et
konvergensplott som dette?

Hva er denne metodens orden?
Forslag til lgsning: Metoden er av orden p dersom det fins en konstant

C > 0 slik at
len| = lyn —y(2)| < CH?,

hvor Nh = 2 i dette eksemepelet. Nar h er tilstrekkelig liten, vil man i praksis
observere at

len| = Ch? = log |len| = plogh + log C.

I et logaratimisk plott vil altsa feilen som funksjon av h bli en rett linje med
stigningstall p. Her ser vi at nar skrittlengden reduseres med en faktor 10
vil feilen reduseres med en faktor ca. 100 (fra ca. 8 - 1073 til ca. 8 - 1079).
Metodens orden er altsa 2.

Oppgave 9 Vi skal lgse varmeligningen

Uy = Ugy,
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for 0 <z <1 ogt >0 med randkrav
u(0,t) =u(l,t) =0

og initialkrav

u(z,0) = v — 2

Skriv en fullstendig algoritme, eventuelt i form av kode, som lgser problemet nu-
merisk med et eksplisitt skjema for ¢ € [0,1]. Bruk skrittlengder h = 1/M og
k = 1/N i henholdsvis x— og t—retning.

La h = 0.2 og k = 0.02 og finn en approximasjon til lgsningen (0.4, 0.02).

Anta at du bruker algoritmen med steglengder h = k. Hvordan vil du forvente at
den numeriske lgsningen oppfgrer seg over tid? Begrunn svaret.

Forslag til lgsning: Velg h og k (eller M og N), la x; = ih og t,, = kh. For a
tilngerme ligningen i et punkt (x;,t,), bruk en foroverdifferanse i t—retningen og
en sentraldifferanse i x—retningen. Dvs:

U(Ts, b+ ) = w(@g tn)  wlm; + hytn) = 2ul®mg, tn) + ulz; — b, )
e - h2

La Ul = u(x;,t,) og differenseskjemaet kan skrives som

uptt—-up  Ur, —20r+UR,
k B h2 ‘

Ved a inkudere start- og rand-betingelser kan algoritmen skrives som

Oppgi M og N.

Sett h =1/M, k=1/N og r = k/h?.

Sett inn startverdiene: Uy = ih(1 — ih), i=0,1,...
Forn=0,1,...,N — 1:

uptt=0, Uyt =0,
UMttt =ul + (U, 200 +UM), =12, M —1
Med de oppgitte steglengdene har vi u(0.4,0.02) ~ Us. Vi vet at

UY = 0.16, Ud = 0.24, U = 0.24,
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0g
Uy = U + (U — 202 +U) = 0.2

Med h =k vil 7 = k/h* = 1/h > 1. Vi vet at lgsningen er ustabil for r > 0.5, s& i
det tilfellet vil den numeriske lgsningen eksplodere.

Algoritmen kan skrives som Python-kode:

import numpy as np

N = 50 # Number of steps in the t-direction
M =25 # Number of steps in the z-direction
h = 1/M

k = 1/N

r = k/h*x*2

U = np.zeros ((M+1,N+1))
# Array to store the solution

# Initial comnditions
for i in range(M+1):
Xxi = ixh
U[i,0] = xi*x(1-xi)

# Time-stepping algorithm
for n in range(N):
for i in range(1,M):
Uli,n+1] = U[i,n] + r*(U[i+1,n]-2*%U[i,n]+U[i-1,n])
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Fourier Transform

1 < 2 fwx ? _
fo) = = [ Flwpe™ du | fw) =

_ 2 _ 2/4(1
e axr 76 w
vV2a
2 a
e—am\ -
T w? + a?

1 vﬁre_aw
22 4+ a? 2 a

1 for |z| <a \/Esinwa
0 otherwise T w

Laplace Transform

16 | Fs) = /U e~ F(1) dt
S
t
cos(wt) R
w
i t
sin(wt) e
S
COSh(wt) EEjTZE
] w
sinh(wt) 2
N Tt 1)
Sn+1 ?
forn=20,1,2,...,'(n + 1) = n!
1
eat
s—a
ot —a) e o

a

1 n _
/x”cosaa: dr = —z"sinazx — —/x” Vsinaz dz
a

1 n B
z"sinaxr dz = ——z" cosax + f/:c” Leosaxr dx
a a



