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Oppgave 1

Levetiden (malt i ar), X, til en bestemt type mekaniske komponenter har vist seg a folge en
fordeling med kumulativ fordelingsfunksjon gitt ved

.’L‘2

Flr)=1—exps —— ;x>0
@=1-ex{-1}
der « er en parameter som beskriver kvaliteten til komponentene.

a) Bestem sannsynlighetstettheten til X.

Bestem for hvilken verdi av z sannsynlighetstettheten f(z) tar sitt maksimum. Skisser

f(z).
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Et instrument inneholder tre komponenter av denne typen, alle med samme kvalitetsparameter
«. Vi benevner de tre komponentene henholdsvis komponent A, B og C. Det antas dessuten
at de tre komponentene svikter uavhengig av hverandre. Komponentene inngar i instrumentet
slik at instrumentet kun vil funksjonere sa lenge komponent A og minst en av komponentene
B og C funksjonerer. Dette kan illustreres med fglgende figur.

La fglgende fire hendelser vaere definert:

A: Komponent A funksjonerer fremdeles etter to ar.
B: Komponent B funksjonerer fremdeles etter to ar.
C: Komponent C funksjonerer fremdeles etter to ar.
D: Instrumentet funksjonerer fremdeles etter to ar.

b) Tegn inn hendelsene A, B og C i et Venn-diagram.
Skraver hendelsen D i Venn-diagrammet.

For o = 1, finn sannsynligheten for at instrumentet fremdeles funksjonerer etter to ar.

Oppgave 2

Miljsgkonsulenten i en kommune gnsker a undersgke den ukjente pH-verdien i et vann. Betegn
den sanne pH-verdien for i. Konsulenten har tilgjengelig to malemetoder. Metode I er rask, men
maleresultatene er beheftet med betydelig maleusikkerhet. Metode II er mye mer tidkrevende,
men gir mer ngyaktige malinger. Begge malemetodene er velbrukte og variansen i malingene er
derfor kjent. Miljgkonsulenten velger & gjgre en observasjon med hver metode. La X betegne
observasjonen ved bruk av metode I og Y observasjonen ved metode II. Vi antar at X og YV
uavhengige og normalfordelt med

EX)=p , Var(X) =05 , EY)=p , Var(Y) =1}

der o7 og 7¢ er kjente stgrrelser.
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Det oppgis at en forventningsrett estimator (som forgvrig ogsa er sannsynlighetsmaksimerings-
estimator) for p i denne situasjonen er

. X +oY
r= T8 + 03
Ta utgangspunkt i estimatoren fi og utled et (1 — «)100% konfidensintervall for .

Oppgave 3 Kolibakterier i drikkevann

Et viktig kriterium for god drikkevannskvalitet er at antall kolibakterier ikke er for hgyt. For
a overvake dette tas det jevnlige prgver av vannet og antall kolibakterier i disse bestemmes.
Erfaring tilsier at antall (X) kolibakterier i v liter drikkevann er poissonfordelt med parameter
Av, dvs.

Qo)?

P(X =2) = o

exp(—A\v) ; x=0,1,2,...

a) Skriv ned E(X). Bruk dette til 4 gi en tolkning av parameteren \.
Dersom A = 3 og v = 0.5, bestem sannsynlighetene P(X = 0) og P(X > 3).

b) Dersom A = 3 og v = 0.5, bestem P(X > 3|X > 0).

La X; og X, veere antall kolibakterier i to uavhengige prgver pa henholdsvis v; = 1 og
ve = 2 liter vann. For A = 3, bestem sannsynlighetene P(X; + X5 > 3) og P(X; + X, >
3|X1 >0N Xy > 0)

Parameteren A vil normalt veere ukjent og det er av interesse a estimere denne fra data.
Anta at det for dette formal tas n prgver av drikkevannet og antall kolibakterier i hver prgve
bestemmes. La v; betegne antall liter vann i prgve nummer 7 og la X; vare antall kolibakterier
i denne prgven. Det antas at Xy, Xs, ..., X, er uavhengige.

c) Vis at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for A blir

5= i X

D Vi
Vis videre at \ er forventningsrett og at

Var(\) = Zn/\ _~
i=1 Vi
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I resten av oppgaven kan du uten bevis benytte at X er tilnermet normalfordelt med forventning
og varians som gitt i punkt c).

Helsemyndighetene har fastsatt at en @gvre grense for hvilken verdi A kan ha for at vannet
skal sies a vaere av god drikkevannskvalitet. Grenseverdien er Ay = 3 og ut fra malingene
X1, Xs, ..., X, er det gnskelig & avgjore om det er grunn til a pasta om denne verdien er
overskredet.

d) Formuler dette som en hypotesetest og lag en test for dette formal basert pa X med
(tilnsermet) signifikansniva c.

Hva blir konklusjonen pa testen nar o = 0.025, n = 10, v; = v9 = ... = vy = 2.0 og
observert antall kolibakterier i de 10 prgvene er

6 12 14 11 8 3 8 4 4 8
Det oppgis at > ., x; = 78.

Vi antar fortsatt at vi tar n = 10 prgver, hver pa v = 2.0 liter. I stedet for & lage et forkast-
ningskriterium basert pa A slik du har gjort i punkt d), kan man da alternativt definere

7 = antall prgver der {X; > \gv = 6}

og forkaste Hy dersom Z > k der k er en konstant som ma bestemmes.

e) Bestem stgrste verdi & slik at denne testen far signifikansniva o < 0.025.

Hva blir konklusjonen pa testen nar dataene er som gitt i punkt d)?

f) Anta sa at A = 3.5, dvs antall kolibakterier i drikkevannet overskrider grensen satt av
helsemyndighetene. For hver av de to testene diskutert over, bestem sannsynligheten for
at det for hgye innholdet av kolibakterier vil bli oppdaget dersom man tar n = 10 prgver,
hver pa v = 2.0 liter.

Oppgave 4

La X og Y vere uavhengige og eksponensialfordelt med E(X) = E(Y) = 1/A. La videre Z
veere lik absoluttverdien av differansen mellom X og Y, dvs Z = | X - Y.

Finn sannsynlighetstettheten til Z. Hva blir E(Z)?



