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o  � ��������qp ∫∞

0 xre−axdx = r!
ar+1

&r���
a > 0 s r ≥ 0 t ��"��>��"�"�u

a) v ���*��� g(x)
	�����";��w3��x���y	>������	�z���"���� t ���	������� t ��� s )*{|��� t � ∫∞

−∞
g(x)dx = 1 sX} ��	U���W����>��"	>������	�z���"���� t ���~���2��u:�r�3����������&(����)���"�����)�� } r = 1

���
a = 2

u��
∫ ∞

−∞

g(x)dx =

∫ ∞

0
kxe−2xdx = k · 1

22
=

k

4
.

k/4 = 1
�����

k = 4
u

v ����&(���������O����~&r���	��������"�	�5���������
	�&(����)���"�������������� s )�� } r = 2
���

a = 2
p

�
(X) =

∫ ∞

−∞

xg(x)dx =

∫ ∞

0
x · 4xe−2xdx

= 4

∫ ∞

0
x2e−2xdx = 4 · 2

23
= 1.

v ���~{�����	�2��� } ���C���~��u�������	>������	�z���"���� t ���'&(����)����C��������W)U���O��������	~&r���	���������"�	>� s �����������C��� } ��"�����	���O������>��	(������u

�
(X > 2) =

∫ ∞

2
4xe−2xdx

= 4 ·
[
−1

2
xe−2x

]∞

x=2

+ 4 ·
∫ ∞

2

1

2
e−2xdx

= 4 · 1

2
· 2e−4 +

∫ ∞

2
2e−2xdx

= 4e−4 + e−4 = 5e−4 ≈ 0.09.

����	�5�
	>����"���	�� �q��u } �
	��)h������������� ��� } ���



b) V
������������)U��	�� &(��� } ��"��C)�� } n = 22

���
p = 0.09

��� } ����&(�������	����������� �q�����

• ����� } ��"�	��������)����~�����|��)U���O��������C&(���	������������5&(�������&r���	�������"�"������ } ������� �������
� t ������������u

• ��������	�z���"���� t �������&(������)����~����� ��)U������������~&(���	������������#����"����x��u���� t ����� } ����u
� �O�>��"�"3&r���	����S� } ������� �����W���
	����)h�W �{�&(��� t {�� }?s } ���U������|����&���"�"3���b���;���"�"����*�����>��"�"��H	�����	�
		�����>u�
	:����	>��"�	����� !���C����"�"��5���� � ��2����"�"��2��� } ���*)�� } )����C��������U)U������������	�&(���	���������"�	�5&(���C��� 	�����	�
		qu��

�
(V ≥ 2) = 1 − �

(V ≤ 1) = 1 − �
(V = 0) − �

(V = 1)

= 1 − 0.9122 − 22 · 0.9121 · 0.091 = 0.6012.

�����~���� �{U���5{��C)�� } n = 220
��������� } ������� s ��� V ∼ ��������)U��	��

(220, 0.09)
u?�#�U���������:���������2����"���w3���

)U��������������"�������)*��" &(��� } ��"���������� s�} ��	

�
(V > 30) = 1 − �

(V ≤ 30) ≈ 1 − Φ(
30 + 1/2 − 220 · 0.09√
220 · 0.09 · (1 − 0.09)

= 1 − Φ(2.52) = 0.0059.

c)
����������

x = 2
� } ���U������������� } �3&(��� } ��"�����������u��#� t ���X�� � t ��" } 	���� } ��� Y

&r��� } ��"������ f(y|2) = e−y &(���
y > 0

u��|� } ��� } ������ } ��� Y |X = 2
����	� ���������	� ��" &r��� } ��"���)�� }  ����>��)���������r����&(���������O����������	����� } � ���u

����) ��"��>���������� t ������������C���?��� } {�) ��"����� �"���	������

f(x, y) = f(y|x)g(x) =
x

2
e−

xy

2 · 4xe−2x = 2x2e−x(2+ y

2
) &(���

x > 0, y > 0.

�b������������"������� t ������ &(��� Y
������
	~��� } {W���O���������� ��� x

p

h(y) =

∫ ∞

0
f(x, y)dx =

∫ ∞

0
2x2e−x(2+ y

2
)dx

= 2 · 2

(2 + y
2 )3

=
32

(4 + y)3
,

&(���
y > 0.

�����X����������'������� } �#���W�O�����#&r����)���"�����	>��)]�����^�� � �������� s�} �������'�O���������*)�� } a = 2+y/2
���

r = 2
u
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a) Y ∼ n(y; 500, 80)
u 	��>����	�&(����)�������

Y
����":	��>��� } ��� } N(0, 1)

��������)*��" &(��� } ��"�������u

�
(Y > 550) =

�
(
Y − 500

80
>

550 − 500

80
) =

�
(Z >

5

8
)

= 1 − �
(Z ≤ 5

8
) = 1 − Φ(0.625) = 1 − 0.734 = 0.266.

Y1 − Y2 ∼ n(y; 0,
√

2 · 80) u ���������qw3������) ��������	r��������� �
���� ���
� t ������������������)*��" &r��� } ��"����������2���������)*��" &(��� } ��"�� s 	r�������*&r��������������������	������ } � ���U������� ����	~��� }�} �#������"������2��������������"�������u���#������� ���?��������#���C	 ������	�z���"���� t ������ &r���~����)*{�"��������������
�����������~)�� } )����~���������W�����������u

�
(|Y1 − Y2| > 80) = 1 − �

(−80 < Y1 − Y2 < 80)

= 1 − �
(
−80

80
√

2
<

Y1 − Y2

80
√

2
<

80

80
√

2
)

= 1 − �
(−

√
2

2
< Z <

√
2

2
) = 2

�
(Z ≤ −

√
2

2
) = 2Φ(−0.707)

= 2 · 0.24 = 0.48.

b)
����������C�����

x = 20 s x1 = . . . = x5 = 0
���

x6 = . . . = x10 = 40
�?��������z���������&(���

B
u

B =

∑5
j=1 −20Yj +

∑10
j=6 20Yj

∑10
j=1 202

=
20
(∑10

j=6 Yj −
∑5

j=1 Yj

)

10 · 202

=

∑10
j=6 Yj −

∑5
j=1 Yj

200
,
	��) 	�����"�"��#����	�
	qu

A = Y − Bx =
1

10

10∑

j=1

Yj −
20

200




10∑

j=6

Yj −
5∑

j=1

Yj


 =

1

5

5∑

j=1

Yj .

A
��� 	�����w3��������	� �����������2�������
	r������	�"������� t ���2)�� } y

�%����	����u��5��� ���2������	������W�������U	>{x�>�����h��� � �������
����)�	�����������;�q�W)*{�"���������������� } x = 0

���J���^�
	����)*���X&r��� } �������C����� } �����	�h�r$ t �������J&(��"�"���{��X)*{�"������������������2�������������'&(������
x
������� } �����qu��


J���
(B) =

1

2002




10∑

j=6


J���
(Yj) +

5∑

j=1


J���
(Yj)


 =

10σ2

2002
=

σ2

4000
.



c)
� � } ������5���)*{�"��� ����������� s �����x���!�
	����)����� ������� ����	����� t �����C��� } ��&(���3	>��� s�} ��	����������!������������

s2
V

���
s2
E

u �
�~��	� ���~)*{�"������������W������� t ���5	>��)U)��2&(���������O����������	����� } �X� } �h�� ��� } �����W�
� ��������� s 	>{���X�����b�������U	�W �{���"�"��U	��) ����� } ���>��	�����qu��5�^������	��) ���J���O�>��� 	>��)U)��W������� ����	#�X�!�������U��� } ��� s ���������������)�	�������������
�
s2
V

���
s2
E

���C��� } �C�
	�����)*����&(��� σ2 u
�|���~&(����)���"�� s ��� t �������|�������������"���	>	���������	r����� s ��� ����� } �*��������� s2

p

&r�>�U !����	���)�u��5��������	��������
χ2 �&(��� } ��"������*��� 	3�(&(��� } ��"�������u��3�������
	C�
	�����)*��������� &r���C������� ����	���x&r�>�W�������
	r������	>������"�z�	��� s &�{��C��� ����	>{	>��)U)��#��
	��"��>���qu

s2 =
1

2

(
s2
V + s2

E

)
=

1

2

(∑5
j=1(yj − yV )2

5 − 1
+

∑10
j=6(yj − yE)2

5 − 1

)

=
1

8




5∑

j=1

(yj − yV )2 +

10∑

j=6

(yj − yE)2


 =

26064 + 22720

8
= 6098.

� z� !����
	�����5��"����qp
H0

p
β = 12

)����
H1

p
β > 12

u

�������	>���������
	�����g �{ �
	�����)*���������

B
u'��� } ��� ������� ����	��� ����"

B
�������������O� s ���������������5�
	����)*������

S2
B = s2

4000 = 1.525
��	��� } ����&(��� σ2

4000

u
	:�
	�����	��������������� s B−12

SB
s ��� 	3�(&(��� } ��"���)�� } ��& ��� t ���	����>� } ���qu �5���U��� n − 2

& ��� t ���	���>� } ��� } ��������O��������� s &(��� } ����������������� �� !����"�� } �'������� ����	 s ��"�"���� s 	��) 	>����� s ������� ����	�
	����)*����������&r�>�5�������
	r������	>�������"�z�	����u��r�J	�����)������'������� ����	'���3����	�����; �{ ��h� ����������)�	�������� s yV

���
yE

u��5�h��� } ���;������� 	 {2������)���"�����������?)U��	�����C���&r��� t ���	����>� } ��� ��� � � } �� � ��������� } ���>�W��"����~	���������������	��>��"�"����

b =

∑10
j=6 yj −

∑5
j=1 yj

200
=

yE − yV

40
= 17.

� ����������)W&
������ t z� �����
	����
	�����u

b − 12

sB
=

17 − 12√
1.525

= 4.05 > t0.05,8 = 1.86,

	��) �!���Hz�� �������!&r��������	�����C����"�" t z� �����
	���  �{W	�������� �������	�������{���� u

d) v �>� } ���'& ���	���5��������z���������&(��� B
&�{������


J���
(B) =

σ2

∑n
j=1(xj − x)2

.


J����� ����	�������'"������� &r��� ∑n
j=1(xj − x)2

	�����qu � "��	>{ ����"[��� t �W��"�"�� |xj − x| 	>{h	������5	��) ) ��"�����u��5{��
x
���5&���	�� s � ��� xj

�H�����W"��������
	5����"^��� } ����� s 	>��) � } �������U�� � ��O�q������uJ�r�5���#�����b��w3������ } ��W�����������������"?{ 	� ��� )*{�"��� ������������� s &�u ����	qu�&(����{2����� } ����5��) } ���>������������"���w3��)����'& ��"������3��� ������;"�������� s�t ���;�����
} ��� �����>�����C� �����O�qu��




J���
(Y0 − Ŷ0) = σ2

(
1 +

1

n
+

(x0 − x)2∑n
j=1(xj − x)2

)
=

11

10
· σ2

��{��
x0 = x

u��X��������
	�����)*������~��"����
ŷ0 = a + bx0 = yV + 17 · 20 = 470

u

��:�!���Oz�������~&(�����	>�����5�
	�����)*������

S2 &(��� σ2 s[} ����&(��� &r�����	>������	3�(&r��� } ��"������x)�� } n − 2
& ��� t ���	����>� } ���qu�X�� } ����	r������	����O���������"�"����~��"���� } ����&(���

(ŷ0 ± t0.025,8 · s
√

11

10
) = (470 ± 2.306 ·

√
6098 ·

√
1.1) = (281.1, 658.9).

�5���W�Oz��')*{�"���������� s�� �������������� s "���������� ����������&r���X ��� } ����	r������	����O���������"�"���� s 	>{~���������W�������3��������"�� } ����)�� } ��� } ��� ��"�"����~)�� } ��"�"���� ���~������)���"�����u
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a)
�^	�����)*��������� &r��� �q��	�>��� } ��� a

���#������������)�	����������h�
�|���
� t ������������� } ��������	��|&r��� } ��"���W)*{�"���������� s
n(x; a, σG)

u

�
(â) =

1

n

n∑

i=1

�
(Xi) =

1

n

n∑

i=1

a = a.


J���
(â) =

1

n2

n∑

i=1


J���
(Xi) =

1

n2

n∑

i=1

σ2
G =

σ2
G

n
.

�^	�����)*���������b��� ��� "������qw3������) ��������	r����� �
� � ����		���	����*�r������)*��" &(��� } ��"��� ������" &(��" } ����� ������� ����"�� s ��� ���
} ����&(��� � ����		���	� � n(â; a, σG√

n
)
u

b)
��� } ��� σ

������� �����O� s ��� ba−a
SG/

√
n

	3�(&(��� } ��"��~)�� } n − 1
&r��� t ���	����>� } ���qu��#�U	�����"!��� t �

�
(−tn−1,0.025 < T < tn−1,0.025) = 0.95

�
(−tn−1,0.025 <

â − a

SG/
√

n
< tn−1,0.025) = 0.95

�
(â − tn−1,0.025

SG√
n

< a < â + tn−1,0.025
SG√

n
) = 0.95.

�|� } ��� } ��2��� } ��� � ��� ���������������"�"��
	�����)*���������|&(��� a
[
â − tn−1,0.025

SG√
n
, â + tn−1,0.025

SG√
n

] u

c) v ��� { ������*� �|� &r���
a
���

σM s ������z��������5��� )�� } �?������"�� t ��� } �(&r������	r����������u:���������� σ = σM =
σG/4

u

L(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym; a, σ) =
n∏

i=1

1√
2πσG

e
−

(xi−a)2

2σ2
G ·

m∏

i=1

1√
2πσM

e
−

(yi−a)2

2σ2
M

=
1√

2π
n
σn

G

e
−

Pn
i=1(xi−a)2

2σ2
G

1√
2π

m
σm

M

e
−

Pm
i=1(yi−a)2

2σ2
M

=
1

(2π)(m+n)/2 (4σ)nσm
e
−

Pn
i=1(xi−a)2

2(4σ)2
−

Pm
i=1(yi−a)2

2σ2 .



	E���~"����O��������)�����&(���~{�&r���������"�� } ���������������������b	��) ����)U)���� �

l(x1, . . . , xn,y1, . . . , ym; a, σ) = ln(L(. . .))

= −n + m

2
ln(2π) − n ln(4σ) − m ln(σ) −

∑n
i=1(xi − a)2

32σ2
−
∑m

i=1(yi − a)2

2σ2
.

� �|�`&(���
a
���

σM
���������� ∂l

∂a = 0 = ∂l
∂σ

u��'����z��������C)�� } { } ������������#) t  a
u

∂l

∂a
=

2

32σ2

n∑

i=1

(xi − a) +
2

2σ2

m∑

i=1

(yi − a)

=
1

σ2

[
1

16

n∑

i=1

(xi − a) +
m∑

i=1

(yi − a)

]
.

����������C�����
a �����

&(���
a
������������z��������~�q�����C"���� �O��"�"�u[�5���������

1

16

n∑

i=1

(xi − a ����� ) +
m∑

i=1

(yi − a ����� ) = 0

1

16

n∑

i=1

xi −
n

16
a ����� +

m∑

i=1

yi − ma ����� = 0

( n

16
+ m

)
a ����� =

1

16

n∑

i=1

xi +

m∑

i=1

yi =
nx

16
+ my

a ����� =
nX + 16mY

n + 16m
.

��{W��������	�>{�� } ����������	r������) t  σ
u

∂l

∂σ
= −n

σ
− m

σ
+

2
∑n

i=1(xi − a)2

32σ3
+

2
∑m

i=1(yi − a)2

2σ3
.

$%� ������	��������C��� } ������#"���� ����"�"�&(��� a = a �����
���

σ = σ �����
p

− n

σ �����
− m

σ �����
+

∑n
i=1(xi − a ����� )2

16σ3
�����

+

∑m
i=1(yi − a ����� )2

σ3
�����

= 0

(n + m)σ2
����� =

1

16

n∑

i=1

(xi − a ����� )2 +

m∑

i=1

(yi − a ����� )2

σ2
����� =

1

n + m

[
1

16

n∑

i=1

(Xi − a ����� )2 +

m∑

i=1

(Yi − a ����� )2

]
.

�5������2	���	���5��������z��������C��"����� �{W����������)*{���2������"�����2��) �����?����"�"������ 	��������C������&(���
a �����

u


