
���������
	��
��������	��������������������
����	����� !��"������#�����������
	����
���
$%��	������������'&(����)*���
��)*������	����#&����

+-,�. /1012435+#68796!:<;�6=:
>?>

@1A8B�CED%CGF8B�HJILKMB�N�O!FQP*RTSUBVO=WYX�CZWYO=D�[=\8\8]

^`_a_TbdcEedfhg

a)

i
(X ≤ 120) =

i
(
X − 115

5
≤ 120 − 115

5
) = Φ(1) = 0.841.

i
(120 < X ≤ 125) =

i
(X ≤ 125) − i

(X ≤ 120)

= P (
X − 115

5
≤ 125 − 115

5
) − i

(X ≤ 120)

= Φ(2) − 0.841 = 0.977 − 0.841 = 0.136.

A
���

B
���djk��	(lm�������
�#	���j����nj��o�
�-p�����j���"�	<�����#�������?�����q���������
�sr!�a	<��)t����jk����u

i
(A | B) =

i
(A ∩ B)i

(B)
=

i
(∅)i
(B)

=
0i
(B)

= 0
u

v ��j����ni
(A) = 0.841 6= i

(A | B)
���

A
���

B
�������o���
��p�������������u

b)
v l������������������
�����������#&(���dw'����������"�"��x�(&y���
	
z��!{
�G|��=����j����
	
z������1���}�������d����"

n
l����M�
���}~�jk�k	}uk�VlJz��

n
&(���
	
z��

�E$9pM��������&(���
	
z������d���
�������1���M�
����������j���"�"����1�������#������j
� v ������	�����"�����p����
����&(���1���d���
�������1���d������j����

p = 0.02
����"������8��"�"��o&(���
	
z��

�E�o���1��������)���"������������<������&(���
	
z��������#���d���}��p������������
�o����)��
j����#j������
�a�������
������������&(���o���?w'����������"�"��x�(&(���
	
z����� � k&���"��}~!����j����?���o����)���"����n�q�����<�q���

Z
���

� ������)-��	���&(���
j���"��}u

i
(C) =

i
(Z ≥ 1) = 1 − i

(Z = 0) = 1 −
(

15

0

)
0.020(1 − 0.02)15 = 1 − 0.739 = 0.261

i
(D | C) =

i
(Z = 2 | Z ≥ 1)

=

i
(Z = 2 ∩ Z ≥ 1)i

(Z ≥ 1)
=

i
(Z = 2)i
(Z ≥ 1)

=

(
15

2

)
0.022(1 − 0.02)13i

(Z ≥ 1)
=

0.032

0.261
= 0.123.
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M
{k���}�������1 ��T����"x&y��"�jk���*����"����1��"��������d������j

J
{k����"x&y��"�jk��������"����1��"��������Ul����M�
�

G
{�����"x&(��"�jk��������"����d��"��������d�������

w ���������d"��}�q��) �
���<��"8	 ������	�����"�����p����}{

i
(M) =

i
(M ∩J)+

i
(M ∩G) =

i
(M | J)

i
(J)+

i
(M | G)

i
(G) = 0.02 · 15

25
+0 · 15

25
= 0.012.
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H0 : µ = 16,

H1 : µ < 16.

w'��������������"�	
��{U&(����p�����jk"����
��� 	������*��� � ��"���� ����� &(���������M�
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	���� l�z��
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x
u

X
����������)*��"x&(���
j���"��1)��
j�&(���������M���������

µ
���*������������	

σ2/n
uk|E����������	
����������� l����M�}~�j����J&(�������
�����
	�� �

&(���
j���"������1)��
j
ν = n−1 = 19

&y����p����
	����<��j����}u�� lJ��������)T&(z��
���8�
�
	��
���t)��
j
α = 0.05

u��8�
	��
� � 	
���������
���}{
T ����� = X−µ

S/
√

n

u�� � 	
�����������1�����
jk��{

t ����� =
x − µ

s/
√

n
=

15.56 − 16

0.94/
√

20
= −2.093.

���<�T�<� � ��"�"8� �����1������������"����1�
� �(&(���
j���"���������� � −t0.05,19 = −1.729
u"!4"��
	<�k{

t < −t0.05,19
~�j�����)��
j�	�����"

H0

&(��������	��
�
	 u
�4����	9��� p���j�j��o����"����'� � �������o����������)*��"x&(���
j���"�������	�p��� !���
�
	
��~�����"�"��1�������M����"���� −z0.05 = −1.645
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�*������������	��#� �(&(���
j���"���������� ������������"�"��� ����������������
�
	���"��<���
���}u	$ 	 ��)-)�����"���������)��
j
j��������#������������"������������������o�
�������
	4	
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b)
i �������
jk����� �������
	T���
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jk�����  ����
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	��
� � 	
���������
���
��� &��<�����t�'�<� � ��"�"�u ����� � �(&(���
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j

ν = 19
~E�������������

t0.025,19 = 2.093
u �G���
���
	
��) � �(&(���
j���"���������� ����	���)-)���������	
� ~Ep��������o���

i
(T > tα,ν) =

i
(T < −tα,ν)

u��o����)��
j �
p = α = 0.025 = 2.5%

u
�8�
	
�
� � 	
���������
���
��� ���4������)*��"x&(���
j���"��?pM����	

σ = s
u �o�����
� � z��#� � �
�a����"��"� ��)����?�� � k&y��"��4&(���#� � �������

������)*��"x&(���
j���"�������u	�4����	t��� �������Tp����a����	����<�q���k&y����)*��	yl���� ��)
σ
~L���aj����?����������� � �s&���"���������"��"� ��)��

	�����j������J�(&y���
j���"�����������)��
j����q������)*��"x&(���
j���"������������
n < 30

~�j��
s
�������#���4��������jk�������q�
	�����)*���}u

�4��j����d������)*��"x&y���
j���"����������n&(���1���= k�������
jk�

i
(z ≤ −2.09) =

i
(z ≥ 2.09) = 1 − i

(z < 2.09) = 1 − Φ(2.09) = 1 − 0.9817 = 0.0183 = 1.8%.

c)
!4�M�<���

H ′
1

: µ = µ1 = 15.5
���

σ = s
u �8�
	
�
	�� ��������� ����	 ������	�����"�����p����
����&(���#��&(��������	��
�

H0

����j����
H ′

1

~�jk�k	
i (X − µ0

σ/
√

n
< −1.645 | µ = µ1 = 15.5

)
.

�����#�-&�������������)*��"x&(���
j���"��#��������� � ��"�~��������
������� ��"��4���
������)
X
~ 	
��)h����	��
������	�����	��!~�� �����o ���p�z����
�

	���j���uL�o���
�����
���?���
���������?��� &��<��	<������&y��������������������	������
jk�
µ1

����jk������j����
���a)��
j 	��<����j����
j��
�����������t ��
� �������?	���j����}u

i
(X < −1.645 · σ/

√
n + µ0)

=
i
(
X − µ1

σ/
√

n
<

−1.645 · σ/
√

n + µ0 − µ1

σ/
√

n
)

=
i
(Z < 0.7338) ≈ 0.767.
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	}u
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α
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a)
�o��)t��"���������&(���
j���"�������	J&y������	(lJ�����������
	1���
jn�����M�
�����
���
�a	<������	�����"�����p����
	��
������p����
���Lu

F (t) =

∫ t

−∞
f(τ)dτ =

∫ t

0

1

β
e−τ/βdτ = 1 − e−t/β ,

&(���
t ≥ 0

~����
F (t) = 0

&(���
t < 0

u
�����

β = 5
{

i
(T1 < 3) = F (3) = 1 − e−3/5 = 0.4512.

i
(2 < T1 < 4) = P (T1 < 4) − P (T1 ≤ 2) = F (4) − F (2) = e−2/5 − e−4/5 = 0.2210.

b)
!4 � ����<���
���a&y���������
��� � ���
��pM����	

k
���
��p�����������������)- ���������
���T&����������
���}u !4"��
	<�����a"�����������j����

X
"����

"�����������j����n����"=����)- !�������M�
����	
��) � �����
���1	<��)-)����q&(z��
	��}u����k	}u

X = MIN(T1, T2, T3, . . . , Tk).

�o����)��
j����

i
(X > x) =

i
(T1 > x ∩ T2 > x ∩ T3 > x . . . ∩ Tk > x)

=
i
(T1 > x)

i
(T2 > x)

i
(T3 > x) · · · i (Tk > x).

�o���n	���	��
��"�����p����
���n����)-)����4�}�����
T1, T2, . . . , Tk

�������}��p�������������u
|���j����
��~�i

(Tj > x) = 1 − F (x) = e−x/β &(���1��"�"�� j = 1, 2, 3, . . . , k
u��o����)��
jqp��������

i
(X > x) =

(
e−x/β

)k
= e−kx/β = e

− x
β/k .

�o�����
�#����"�	������
���d��������)t��"��������q����	
 ��������	�����"x&(���
j���"������*)��
j� ����<��)����
���
β/k

~�jk�k	

FX(x) = 1 − e
− x

β/k , x ≥ 0.

����������������������	������
jk����� ����"9��� ����	� !��������	�����"x&(���
j���"�������)��
j  ����<��)���������	
����������	
��) �������a�G&(����)���"�	<��)T�
"����������L~����d ����<��)����
���
����	
��"��!u !1"��
	<�T���d&y��������������������	������
jk����������"

X
"����

β/ki
u����
j

k = 4
���

β = 5
~

���1�� � ����<���
���
	1&y�����������
�
j��?"������}��"�j����
5/4 = 1.25
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c)
����������������������	������
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β̂
{

�
(β̂) =

�
(

1

n

n∑

i=1

Xiki

)

=
1

n

n∑

i=1

�
(Xi)ki

=
1

n

n∑

i=1

β

ki
ki = β.

����������������������	������
jk�
β̃
{

�
(β̃) =

�
( ∑n

i=1
Xi∑n

i=1
k−1

i

)

=

∑n
i=1

�
(Xi)∑n

i=1
k−1

i

=

∑n
i=1

β
ki∑n

i=1
k−1

i

= β.

�o����)��
j���� � �������#�
	�����)*���
���
�����#&(���������M����������	
�
�����
��u w'���
���������d������������	
������{
|E����������	d����"

β̂
{

|E���
(β̂) =

1

n2

n∑

i=1

k2

i

|E���
(Xi)

�� ��M�ku����
��p�����������p���� �

=
1

n2

n∑

i=1

k2

i

(
β

ki

)2

=
1

n
β2.

|E����������	d����"
β̃
{

|E���
(β̃) =

∑n
i=1

|E���
(Xi)(∑n

i=1
k−1

i

)2

=

∑n
i=1

(
β
ki

)2

(∑n
i=1

k−1

i

)2

= β2

∑n
i=1

(
k−1

i

)2
(∑n

i=1
k−1

i

)2 .



d)
v ������	�����"�����p����
	�)*���k	���)�����������	
�
	�����)*���
��� � v � � �s{
w'�������������1)��
jq"�������"���p�����j��(&y������	yl��������

�
(X1, X2, . . . , Xn) =

n∏

i=1

fX(Xi) =

n∏

i=1

(
ki

β

)
e−kiXi/β =

1

βn
e−

Pn
i=1

Xiki/β
n∏

i=1

ki.

� ���1"����M��������)����n����"8j��������?����j������������
���4)-p� 
β
u

Λ = log(
�
) = −n log(β) − β−1

n∑

i=1

Xiki + log(

n∏

i=1

ki).

dΛ

dβ
= −n

β
+ β−2

n∑

i=1

Xiki.

v �����
���d����"8	
"������dj����nj��������������
�?"������M��"�"=&(���
β = β

���*"�z�	
�������'&y���
β
u

−nβ
−1

+ β
−2

n∑

i=1

Xiki = 0

β =
1

n

n∑

i=1

Xiki = β̂.

v ��	yl����������'���  ���	��<����j����n���
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jq�a	<�����
�

ri = 1/ki
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�
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|E���
(β̂) =

1

n
β2.

|E���
(β̃) =

∑n
i=1

r2

i

(
∑n

i=1
ri)

2
β2.

v � � p�����)-����	��d������������	�p�����	
1

n ≤
Pn

i=1
r2

i

(
Pn

i=1
ri)

2

~�jk�k	}u

1

n

(
n∑

i=1

ri

)2

≤
n∑

i=1

r2

i

(
1

n

n∑

i=1

ri

)2

≤ 1

n

n∑

i=1

r2

i

1

n

n∑

i=1

r2

i −
(

1

n

n∑

i=1

ri

)2

≥ 0.
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e)
v �����
���

Y = 2kiXi/β
u�|�� ����� � ���M�����
�o��������� � ��"�	����x&��
������"8�T	
�����
�o�����q�L	<������	
����"�����p����
	��
������p����
��������"

Xi
~�	
��) ���1���k	� !��������	�����"x&y���
j���"��1)��
j� ����<��)����
���

β/ki
u �8�

Xi = w(y) = β
2ki

y
u��#�T���

fY (y) = w′(y)fX(w(y)) =
β

2ki
fX

(
βy

2ki

)

=
β

2ki

ki

β
e
− βy

2ki

ki
β =

1

2
e−y/2.
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χ2
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j���"�������)��
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	����<��j����}u
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���
����j���&y������	(lJ����&(���d����	� !��������	�����"x&(���
j���"����������L{

MX(t) =
1

1 − βt/ki
, t <

1

β/ki
.

MY (t) = MX

(
β

2ki
t

)
=

1

1 − 2t
, t <

1

2
.
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j

ν = 2
&y����p����
	����<��j����}u
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6.908
4.604 < β < 19.224.


