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Oppgave 1 Atle, du lyver!

a) Venndiagram for de fire hendelsene:

Al A2 A3

For & regne ut P(L'|As) benytter vi regelen for sannsynlighet for komplementare hen-
delser:

P(L/|Ay) + P(L|A;) = 1
P(L'|Ay) = =1-—P(L|A)=1-02=08

For & regne ut P(L) bruker vi setningen om total sannsynlighet. Vi vet at A;, Ay, A3 er
en partisjon av utfallsrommet (det ser vi lett av venndiagrammet).

P(L) = P(LNA;)+P(LNAy)+ P(LNA3)
= P(L|A1) - P(A1) + P(L|Az) - P(Az) + P(L|A3) - P(A3)
= 0.05-01402-0440.6-0.5=0.385

b) Betingelser for at X er binomisk fordelt:

e Vi spgr n personer.

e For hver person registerer vi om personen lyver eller ikke lyver (to komplmentzere
hendelser).

e Sannsynligheten for at en tilfeldig valgt person lyver er p, og denne er den samme
for alle de n personene vi spgr.
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e De n personene vi spgr svarer uavhengig av hverandre (n uavhengige forsgk).

Under disse 4 betingelsene er X ="antall personer som lyver” binomisk fordelt med param-
etere n og p. Dermed er sannsynlighetsfordelingen til X gitt ved punktsannsynligheten

f(z),
fla) = (Z)pm P =0,1,.m

Vi vet at da er forventningen til X F(X) = np og variansen Var(X) = np(1 — p).

Videre: vi har at p = 0.2, og n = 20. P(X = 4) finner vi ved & sette inn X = 4 i
punktsannsynligheten f(x) over.

P(X=4)=f4) = (240)0.24(1 —0.2)** =0.218

Det er ogsa mulig & finne P(X = 4) ved tabelloppslag (s 17 i formelsamlingen),

P(X =4) = P(X <4) — P(X < 3)=0.630 — 0.411 = 0.219

Sannsynligheten P[(X < 2)U (X > 5)] finner vi enklest ved tabelloppslag (s 17 i formel-
samlingen),

P(X<2QUX>5)=P(X<2)+P(X>5 = (X<2)+1-P(X <5)
= 0.206 + 1 — 0.804 = 0.402

Na er p ukjent.
Forst forventning:
. X 1 1
E(p) = E(—)=-EX)=—-np=p
n n
X 1 1 n
") (n—l) n—1 (X) n—1P= -1’

Vi ser videre pa varians:
X
n

Var(p) = Var(—)= %Var(X) = %np(l —p) =
X 1 1 _np(1—p)

Var(p*) = Var(n_ 1) = = 1)2Var(X) =

En god estimator p er en estimator som er

e forventningsrett, dvs. E(p) = p, og



d)
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e har liten varians, dvs. Var(p) er liten.

Vi liker veldig godt hvis variansen minker nar antall observasjoner som estimatoren er
basert pa gker.

Sammenligner vi to estimatorer som begge er forventningsrette velger vi estimatoren
med minst varians. Sammenlinger vi to estimatorer der kun den ene er forventningsrett,
velger vi gjerne den estimatoren som er forventningsrett (ofte sjekker vi ogsa at det ikke
er veldig stor forskjell pa variansene).

For & velge mellom p og p* ser vi pa uttrykkene for forventning og varians til begge
estimatorene.

Vi ser at p er forventningsrett, men det er ikke p*. I prinsippet kan vi stoppe her og
konkluere med at vi foretrekker den forventningsrette estimatoren p. Men, det kan vaere
fint & sjekke at det ikke er stor forskjell pa variansen til de to estimatorene (hva hvis den
ene hadde hatt to ganger sa stor varians?).

Vi ser at Var(p) = (“=2)2Var(p*), dvs. Var(p) < Var(p*) med en faktor (%-1)2 i forskjell.

n

For n = 20 er denne faktoren (33)? = 0.952 = 0.9, dvs. Var(p) = 0.9- Var(p*). Dermed har
estimatoren Var(p) bade minst varians og er forventningsrett. Vi velger derfor estimatoren

p-
Kommentarer: Asymptotisk (nar n — oo) vil de to estimatorene vere like gode. Vi
har i vart pensum ikke snakket om begrepet konsistente estimatorer, men begge disse

estimatorene er konsistente.

Vi velger den konservative og hittil “gjeldene” antakelsen om at p = 0.2 som nullhypotese
og hypotesen som vi gnsker & teste, p > 0.2 som alternativ hypotese.

Hy:p=0.2 V8. Hy:p>02

Vi bruker p som estimator for p og vi vil forkaste Hy nar p er stor. Det betyr at vi

forkaster Hy nar Z, = 002 o stgrre en en konstant k. Vi skriver “Forkast Hy nar

p(1—p)
Zo > K.

Videre bestemmer vi k slik at
P(type I feil) = P(forkaste Hgy|Hj er sann) < «

Innsatt Z; > k for hendelsen “forkaste Hy” og p = 0.2 for hendelsen “H, sann”:

P(forkaste Ho|Hp er sann) < «
P(Zy>klp=02) = «
p—0.2

0.2(1-0.2)
n

P( >klp=02) = a
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$—0.2

Her er 0.2(1-0.2)

tilnaermet standard normalfordelt under H, og tallet £ som har areal «

til hgyre i standard normalfordelingen er kvantilen z,, dvs. k = z,.
i) Dvs. vi forkaster H, nar

p—0.2
0.2(1-0.2)

n

ii) Alternativt kan vi lgse ut forkastningsomradet over som

0.2(1—0.2)
n

p>0.2+4+ z,

For a = 0.01 er zp91 = 2.326. Videre har vi n = 200 og z = 55. Vi kan bruke begge
matene for & skrive opp forkastningsomradet:

i) % = 2.65 som er stgrre enn 2.326, og gir forkastning.

if) p = 22 = 0.275 og forkastningsomradet p > 0.2 + 2.3261/ 22102 — (.27, Her er
0.275 > 0.27 og vi forkaster H,.

Konklusjonen er at det vi har observert (eller noe verre) er lite sannsynlig (mindre
sannsynlig enn 0.01) nar H, er sann, og vi forkaster dermed H, og konkluderer med
at p er stgrre enn 0.2.

P—verdien angir sannsynligheten for det vi har observert eller noe verre gitt at Hy
er sann (der verre henspeiler pa den alternative hypotesen). Vi har forkastet H, med
signifikansniva 0.01, det betyr at det vi har observert eller noe verre har mindre sannsyn-
lighet enn 0.01 nar H, er sann. Det betyr at p-verdien til testen vil vaere mindre enn
0.01.

Vi kan raskt regne ut p-verdien (men det er ikke krevd i oppgave). Vi har observert at
5—0.2

Zo = \/ﬁ = 2.65. Under H, er det mer ekstremt hvis denne verdien hadde vaert

enda storre.
P(det vi har observert eller noe verre|Hy er sann) = P(Z, > 2.65|p = 0.2)
= 1- 3(2.65)
= 1-0.9960 = 0.004
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Oppgave 2 Aksjekurser

a) X er normal(ux = 0.15 kroner, ox = 0.6 kroner)
X —-0.15 < 0—0.15

(X <0) (X<0)=P(—Fs— <5 )
= ®(—0.25) = 0.401
P(0< X <0.15) = P(X <0.15)— P(X <0)
X —-0.1 15 -0.1
_ pa 015 OB 018, g o5

06 ~ 06
= ®(0) — ®(—0.25) = 0.5 — 0.401 = 0.1

Vi ser pa 10 - X og finner forventning og varians:
E(10-X) = 10-E(X)=10-ux =10-0.15=1.5

Var(10- X) = 10?- Var(X) =10 0% =100-0.6° = 3

b) X er normal(uyx = 0.15 kroner, ox = 0.6) og Y er normal(ux = 0.15 kroner, ox = 0.8).
Tre strategier skal sammenlignes, og den med minst risiko velges.

Minst risiko har man hvis man har hgy forventningsverdi og liten varians. Alternativt
kan man si at minst risiko har den strategien der vi har minst sannsynlighet for a tape
penger. (Du behgver bare se pa forventning og varians, eller alternativt pa sannsynlighet
for tap — ikke pa begge deler).

Vi studerer de tre strategiene:

i) Kjgp to aksjer i Agderfrukt, fortjenesten er da 2 - X.
E2-X) = 2-EX)=2-ux=2-015=0.3

Var(2-X) = 2*-Var(X)=2%-0% =4-0.6"=144
P(2-X<0) = P(2-X<0)
2-X-03 _0-0.3
= P( <
V1.44 V1.44
= ®(—0.25) = 0.40

)

Vi kunne sett at P(2- X < 0) = P(X < 0) uten regning.
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ii) Kjgp en aksje i Agderfrukt og en aksje i Trgnderfrukt, fortjenesten er da X + Y og
X og Y er uavhengige.

E(X+Y) = EX)+E(Y)=px +py =015+0.15=0.3
Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y) =o% + oy = 0.6 +0.8° = 1.0
P(X+Y <0) = P(X+Y<0)
X+Y-03_0-03
v - V1
= ®(-0.3) =0.38

= P )

iii) Kjop to aksjer i Trgnderfrukt, fortjenesten er da 2 - Y.
E2-Y) 2-E(Y)=2-puy=2-015=0.3

Var(2-Y) = 2*-Var(Y) =207 =4-0.8° = 2.56
P(2-Y <0) = P(2-Y<0)
2-Y—-03 _0-0.3
= P <
( V256 T 1/2.56
= &(-0.19) = 0.43

)

Her ser vi at alle tre strategier har samme forventningsverdi, mens strategi ii) har lavest
varians. Vi vil derfor foretrekke & kjgpe en aksje i Agderfrukt og en aksje i Trgnderfrukt.

Vi ser at vi far samme konklusjon, dvs. at det er minst sannsynlighet for a tape penger
nar vi kjgper en aksje i Agderfrukt og en aksje i Trgnderfrukt.

Situasjonen er en viderefgring av situasjonen i 2a og 2b, der vi na innfgrer kursendring
for flere dager. Vi har for Agderfrukt at X; er normalfordelt med forventning px = 0.15
kr og standardavvik ox = 0.60 kr. Tilsvarende for Trgnderfrukt med py = 0.15 kr og
standardavvik oy = 0.80 kr. Videre er kursendringen pa ulike dager uavhengige. Dette
betyr at X; og X, er uavhengige for i # j, at Y; og Y er uavhengige for i # j og at X;
og Y, er uavhengige for i # j.

Ser vi pa figuren over utviklingen av de to aksjekursene, sa ser vi at de to kurvene fglger
hverandre og at en positiv endring for Agderfrukt ofte skjer sammen med en positiv
endring for Trgnderfrukt. Det betyr at X; og Y, tkke er uavhengige, men at vi ser en
positiv korrelasjon. Vi ser at X; og Y; er positivt korrelerte.

Korrelasjonen mellom X; og Y; for disse to selskapene, p(X;, Y;), ma da vaere 0.5 siden det

er det eneste av de tre foreslatte verdiene for korrelasjonen som er positiv. Til sammen-
ligning sa betyr en korrelasjon pa 0 at vi ser svaert liten sammenheng mellom endringen
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i aksjeverdien til Agderfrukt og endringen i aksjeverdien til Trgnderfrukt (hvis X; og Y;
er uavhengige fgrer det til at korrelasjonen er 0). Korrelasjon med negativ verdi, f.eks.
—0.5, betyr at en positiv endring i Agderfrukt ofte skjer sammen med en negativ endring
for Trgnderfrukt.

Vi ser s pa gjennomsnittet over 10 dager av differansene i endringen i aksjekursen til
Agderfrukt og endringen i aksjekursen til Trgnderfrukt,D.

D, = X;-Y,
1 10

Fgrst forventingsverdi:

B(D) = B35 YD) =15 B - )
1 10
= 5 L0~ B
1 10
= 1—0 - [MX - MY]

For vi beregner variansen til D ser vi fgrst pa variansen til D;. Vi bruker vi formelen for
variansen til en linezerkombinasjon pa side 34 i formelsamlingen (men var sum har bare

to ledd).
Var(D;) = Var(X; —Y))
Var(X;) + (—1)*Var(Y;) + 2 - (=1) - Cov (X, V)
Vi trenger kovariansen mellom X; og Y;, dvs. for endringen i aksjeverdien til Agderfrukt
for dag ¢ og endringen i aksjeverdien til Trgnderfrukt for dag i (samme dag). Denne er

ikke 0. Vi vet at p(X;,Y;) = 0.5, og vi har fglgende sammenheng mellom korrelasjon og
kovarians (formelsamlingen side 33).

_ Cov(X;, Ys)
v/ Var(X;)+/Var(Y;)
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Dermed blir Cov(X;,Y;)
Cov(X:,Y;) = p(Xi,Yi)y/Var(X;)/Var(Y;)
= p(Xy,Yi)oxoy

= 0.5- Ox0Oy

Regner vi videre pa Var(D;) far vi da:
Var(D;) = Var(X; -Y))
Var(X;) + (—1)*Var(Y;) + 2 - (=1) - Cov (X, V)
= 0% +o03 —2-p(X;,Y)oxoy

Vi har videre at D; og D, er uavhengige for i # j. Dette siden kursendringer for ulike
dager er uavhengige.

10
— 1
Var(D) = Var(EZDi)
i=1

10
1
= (E)QZVar(Di)
=1
1 10
= (1—0)2 > (0% +0% =2 p(X;, Yi)ox - oy)
=1
= E(U§{+032/—2'0.5'0X'0'y)
1
= E(0.62 +0.82—-2-0.5-0.6-0.8)
= 0.052

Oppgave 3 Bglgehgyde

a) Kumulativ fordeling:

Bruk substitusjonen u = s? med du = 2sds:
T2 2

P(X <z) = /Omf(s)ds = i ?e_vds

S _uqa?
= /0 g€ du = [—e 9}0

22

— 1—6_9

|
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Betinget fordeling:
22
Viharat P(X >z)=1—-P(X <z)=e"7.

P(X > 15N X > 10) P(X > 15)
P(X > 15|X > 10) = = — =
( | ) P(X > 10) P(X > 10)
e_%
T
e 25
0.000123

b) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved:
L(O;x1,...,x,) = f(x1,...,2,;0)
= f1;0) - f(zn; 0)
2

2:L’1 _% 23:'” _cvgn
— —e e —e
0 0
2\" n
— (5) . (xl xn) e 921:1 22
Tar logaritmen:
2 1 ¢
10;21,....,20,) = In[L(O)] = nln(g) + In(zy---x,) — 5;;17?
1~ o
= nln(2) —nln(@) + In(z---x,) -— 7 ;xz
Finn maksimumspunkt ved & derivere In-rimelighetsfunksjonen og sette lik 0.
ol 1 1<
@b:é =0 — ng + 0 + ﬁz%zo

i=1
n

i - %Zx?.

i=1

SME for 6 blir da 6 = 257" X2,

Viser at 6 er forventningsrett:

. 1 & 1 & 1 &
E[f] = E[Eg;xﬂ = E;EM = 5;9 = 0

For & regne ut variansen til § trenger vi forst variansen til X2. La Y = X?2. Bruker at



Var[Y] = E[Y?] — E[Y]?. Dermed er

Var[X? = Var[Y] = E[Y? —-E[Y]?
= EX'-E[X’]? = 20°—-¢* = ¢
Da far vi:
A J RN 1< )
Var[f] = Var[gz;Xi] = ﬁz;Var[Xi] =
1= 1= —02
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c) Sentralgrenseteoremet sier at hvis Yj, ..., Y, er uavhengige og identisk fordelte, sa er

gjennomsnittet tilnaermet normalfordelt. Mer presist er
Y —E[Y]

Var[Y]

tilnaermet standard normalfordelt nar n er stor (>30). I vart tilfelleer Y; = X7 uavhengige
ogY =15 X2 =0. Videre er som funnet i forrige punkt (3b), E(Y) = 0 og Var(Y) =

6;1—2. Dermed blir

pxi X — 0

02
n

tilnsermet normalfordelt nar n er stor.

7 =

Vi finner sa et 95% konfidensintervall med a = 0.05. Sett ¥ = 1 3" X2, Bruker at

l—a =~ P(—z% < Z < z%)

Y — 0
= P|l—22a < ———~ < za
2 /g 2
_p(-2 < Ly | < B
N N - /n
T
- Jn o~ o0 = n
- P( 1Za S ; S 12’&
2 _ 2
1+\/ﬁ 1 NG
Y Y
- P( Zao S 6 J— Za)
2 _ 2
1+\/ﬁ 1 NG



Et tilneermet 95% konfidensintervall for 6 blir da
S XD L X7

1 + 204()735 ) 1 — Z0.025

vn vn

Siden p = e~ ¢ er en monotont stigende funksjon av @, har vi at
p g

15 x2 1 n X2
P nzlia’ 6 < ”ZZ—;QZ ~ 11—«
2 _ 2
1—|—\/ﬁ Tn
=0r =0y

— 100 100 — 100
P<e i < e 0 < e "U) ~ 1l—a«a

_100 _100
Et tilnzermet 95% konfidensintervall for e='¢° blir da [e L, e 9U]
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