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LASNINGSFORSLAG TILEKSAMEN I FAG TMA4240/TMA4245 STATISTIKK

a) Vi jobber i dette punktet med uavhengige og identisk fordelte stokastiske variabler fra en nor-

malfordeling med forventningsverdi i = 1468°C og standardavvik o = 2° C.

La X vere en slik normalfordelt stokastisk variabel, og la Z vare en standard normalfordelt

stokastisk variabel.

P(X < 1467) = P(X < 1467) = P(

m\
1 1
= P(Z<—)=%(~;)=0308

X — 1468 < 1467 — 1468

)

Anta sa at metallurgen tar dtte uavhengige malinger av smeltepunktet, X1, X, ..., Xg.

Da er gjennomsnittet, X = w MUWHH X, ogsa en normalfordelt stokastisk variabel (siden det
er en lineerkombinasjon av uavhengige og normalfordelte stokastiske variabler), med forvent-

ning og varians:

B0 = B X = LY R = L e e

8
- 1 1 1
Var(X) = <m2w M X;) = 5 M Var(X;) = 2 M o?
i =1

P(1467 < X < 1469) = P(X < 1469) — P(X < 1467)
X -

1468 1469 — 1468
= P(

X — 1468 1467 — 1468

1 1
2 2

< )= P(

< )
1 1

2 2

= P(Z<V2)—P(Z < —V2)=(141) — &(—1.41)

= 0.9207 - 0.0793 = 0.84
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Vi skal i resten av oppgaven anta at forventningsverdien til legeringens smeltepunkt, s, er ukjent,

men at standardavvik er kjent og lik 0 = 2° C.

b) Utled et 90% konfidensinterval for y basert pa n uavhengige malinger av smeltepunktet, X1, Xo, ..., X,.

Her er o kjent og vi baserer oss pa at

er standard normalfordelt.

Her lar vi o = 0.1 fora fa et (1 — a)100% = 90% konfidensintervall.

NA\NW < Z < va =1l—a
P(—za < X o< za)=1—-«
2 vn 2
_ o = a
ﬁ@mlwm/\m < pu < N._.Nm :VHHIQ
P < po < fiv) =1-«a
Lengden til intervallet er gitt som
. . . o - o
L = tc\:hHANLﬁNw/\mv\AN\Nm/\mv
= 2-z 7
= S

Vi observerer at lengden av intervallet ikke er stokastisk nar o er kjent.

Vi skal finne minste n slik at lengden pa intervallet ikke overstiger 3°C.
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Innsatt za = 20,05 = 1.645 0g 00 = 2 far vi
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Det minste antall observasjoner som gir et intervall med lengde som ikke overskrider 3°C er
ng = 5.

Vi bruker de ny = 5 fgrste ocﬁm\?m&o:mso gitt i tabellen i oppgaveteksten til & bestemme
intervallet numerisk. Finner at 7 = ¢ M ;= 1468.88.
i = T—za— =1467.41
2 /ng
iy = T+ ze—— =1470.35
hu = S e .

Som kvalitetssjekk observerer vi at lengden pa intervallet da er 1470.35 — 1467.41 = 2.94 som
er mindre enn 3.

Vi lar metallurgens lange erfaring med legeringens smeltepunkt vere den konservative hypote-
sen, nullhypotesen, som Professor Stél forsgker & bestride. Professor Stéls angrep blir da den
alternative hypotesen.

Vi kaller 1o = 1468°C, og fér fglgende hypoteser:

Hy:p=po vS. Hy:p> po
Vi bruker X = w i, X, som estimator for v og vi vil forkaste Hy ndr X er stor (fordi da
tror vi pa den alternative hypotesen). Vi vet at under H, sé er
X —u
Zo = t
=

standard normalfordelt. Hvis vi skal forkaste H, nar X er stor, vil vi ogsé forkaste Hy nir Z,
er stor og vi bestemmer oss for a forkaste H, nar Z, > k (Z, er dermed testobservatoren var).
Videre bestemmer vi k slik at

P(type I feil) = P(forkaste Hy|H, er sann) < .

Innsatt Zy > k for hendelsen “forkaste H,” og 1o for hendelsen “H sann”:
P(forkaste Ho|Hy er sann) < «

P(Zy > klpy) < «
X —
)
vn
Tallet k£ som har areal « til hgyre i standard normalfordelingen er kvantilen z,, dvs. k = z,.
Dvs. vi forkaster Hj nar

(e}
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For a = 0.05 er 205 = 1.645. Videre har vi z, = Z5£0 = 146901468 _ 1 41 gom er mindre

v 7
enn 1.645 og dermed gir det ikke forkastning. Konklusjonen er at det vi har observert (eller noe
verre) er ganske sannsynlig (har hgyere sannsynlighet enn 0.05) nar H er sann, og vi forkaster

dermed ikke H,.

Na vil vi se hvor lett det er & forkaste H, med regelen var hvis i virkeligheten ;1 = 1470. Denne
sannsynligheten er avhengig av vart valgte signifikansniva og hvor mange observasjoner vi har
brukt til & lage testen var (vi har et stgrre forkastningsomrade nar vi har mange observasjoner).
Vi skal finne et minimum antall observasjoner, n, slik at

P(Forkaste Hy|Hy er gal og i virkeligheten o = 1470) > 0.99. Utfordringen var er na at Z,
ikke lenger er standard normalfordelt (siden pio ikke er den riktige forventningen), slik at vi ma
bruke at Z = X2 innsatt 1 = 1470 er standard normafordelt.

ﬂ
P(Forkaste Ho|H, gal og i virkeligheten ;1 = 1470) > 0.99
P(Zy > zalp = 1470) > 0.99

X —
PO S L =1470) > 0.99

vn
P(X > po+ NQ$_: =1470) > 0.99

X — 1470 — 1470

P S e =1470) > 0.99

$ N

Nar ;1 = 1470 er £=170 j Jigningen over standard normalfordelt, og vi kan matche “=147 1
Vr N
med kvantilen i standard normalfordelingen som har areal 0.99 til hgyre for seg (siden det star

> i ulikheten). Areal 0.99 til hgyre har —z ; kvantilen. Vi setter inn for pg = 1468, o = 2 og
a = 0.05, slik at vi fokuserer pa at det er kun n som er ukjent. I fgrste overgangen har vi delt
pa et negativt tall og ma snu ulikhetstegnet.

1468 — 1470
——— +t 20 < —Z0m

vn
—(20.01 + 20.05) - 2
1468 — 1470
—(20.01 + 20.05) - 2.9
( 1468 — 1470 )
AAM.SQ +1.645)-2
1468 — 1470

vn

%

n

(%

n

(Y

Det minste antallet observasjoner som gir styrke 0.99 i alternativet 4 = 1470 er n = 16
observasjoner.
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Oppgave 2 Ventetid pa snekkertjenester
a) Sannsynligheten for at ventetiden er lenger enn 2 uker:
P(X >2)=1-P(X <2) =1-F(2) = 1-(1—exp(—0.04-2%)) = exp(—0.16) = 0.8521.
Sannsynligheten for at du ma vente minst 5 uker, gitt at du mé vente i minst 2 uker:

P(X>501X>2) P(X 1 P(X <
P(X>5x>2) = PHE>50X>2) PX>5) (X <5)

P(X >2) P(X >2) P(X >2)
1-F(5 1-(1- —0.04 - 52 .
_ (5) _ (1 —exp(—0.0 cvaowaﬂ@HE.
P(X >2) 0.8521 0.8521 ——
Sannsynlighetstettheten til X for z > 0 finner vi ved & derivere F(z):
dF
flz) = % =0 — (—2azexp(—aa?)) = 2ax exp(—ax?), for x> 0.
x
b) SME for a:
Finner fgrst rimelighetsfunksjonen, som er simultanfordelingen for X, X, ..., X, sett pd som

funksjon av z;’ene og «:

Ly, s, wni@) = flwn, s, nie) = [ [ flasa)
i=1
n n n
= EMQH& exp(—az?) = M:Q:Am i) @QA\QMUHWV.
=1 =1 =1

Tar logaritmen:

n n
l(z1,29,...,xp;a) = In L(xy, 22, . .., Ty &) = nln2 + nlna + M_:ﬁ — QMRW
i—1 i=1

Deriverer med hensyn pa « og setter lik 0:

QNA&THMTI.&:“@V : : m
|\‘uo|o|.,uo
o + o+ Muw@
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n
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@ = =g
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Dvs. SME for aer a* = ::

il

som er ulik &. & er dermed ikke SME for av.

Estimator /i for i ji = v = /\m‘\
VS 2(n—1)
Innsatt verdier blir & = 0.029 og estimatet for y blir i = /\q\ﬂ = VT 5.2 uker.

2va  2v/0029

c) Sannsynlighetsfordelingen for Y = X? finner vi ved 4 bruke transformasjonsformelen.
LaY = u(X) = X?slikat X = w(Y) = VY (harat X > 0). Dermed er

Fr(y) = Fx(w(m)) [w' ()| = 20y exp(—a(Vi)*) |5 = aexp(—ay).

1
VY

Dette er sannsynlighetstettheten i eksponensialfordelingen med forventning 1/a, og dermed
har vi vist at Y er eksponensialfordelt.

Forventningsverdi for &:

“E(stx) =00 (s ) =0V gy o e

Her har vi brukt resultatet oppgitt i oppgaveteksten.

Siden E(&) = a, er & forventningsrett.

Oppgave 3 Ulykker

a) Vi har at X; er Poisson-fordelt med F(X;) = a; \. I Poisson-fordelingen er ogsa Var(X;) =

a; A
Forventningsverdien til de to estimatorene A og A*
" I~ 1 I~ 1 1
E(A) = — —E(X;) =— —aA=—-n-A=)
n < a; n = a; n =

. i B(XG i1 @A i1 G
i=1 i
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Variansen til de to estimatorene A og A* som skulle vises.
. 11 | 1 &1 Forventningsverdien til Y finner vi fra E(Y) = Y07 y - P(Y = y), innsatt P(Y = y).
Var(A) = = M %/\%,CQ =3 M %Sy =X PRl v=t
=1 =1 =1 BY) — M (a)y e
- - Y yl 1—e

Mw§§m5; H
ar(AY) = =4 == =A-
Varld) = Terayr T omar N Yha

> a\)?t! e—aA
IMA )

21—
Numeriske verdier for A og A* fra data i tabell 2. =0
_ _aA . aX
< B \H\m\gy.H\H\m\gy
N 1= 1 _5 6
A= wMuluwg.ww.S 5 =8.67-10
iz i Skiftet av sum fra y = (1,00) til z = y — 1 der z = (0,00) erfora fa > >, Ew_ﬁm\;y =1
Muwl T; 8 siden dette er sum over alle punktsannsynligheter i en Poisson-fordeling med forventning a\.

No— ZmTil 8
S a4 9.0-10°

=8.89-10°°

Hvilken av de to estimatorene ville du foretrekke i denne situasjonen? Begge estimatorene er
forventningsrette, men de har ulik varians. Numerisk varians (pa konstant nzr pga. at A er
ukjent):

3

Var(A) = A-= - =163-107%. )

Var(A*) = A =—— =111-107°-)

Begge estimatorene er forventningsrette, men estimatoren A* har minst varians. Derfor sa fore-
trekker vi A*.

b) Fordelingen til Y er den betingede fordelingen til X gitt at X > 1 (minst én stor ulykke). Vi
benytter i utledningen at X er Poisson-fordelt med punktsannsynlighet
A a \/vq m\py
a7
Dermed har vi:

Py —y) = w@u@_xw:uEXHQDXW:HEXHS PX =y)

P(X > 1) P(X>1) 1-P(X=0)
_ (a))? =0 _ AQ\/v@ . oA
1— (a\)© e—aA y! 1—ear

o!




