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`�acbedgfihPjcjck lem3n3o�piqcq(r

s �������(���ut vw�	���0������-/xg!��������&�
�%y{z|n&}~fihc�*�����*b����cbKf�}

X
��bK�3o�n3�c��o��������cbed3����}��

• � leacb n
���cbe��ac�����"��acb

n
����b��e�cn3�*b�k

• � ��hio��e}�b��*b���bK�em3�&�����e����������b��gfi�����Mo��(�c��b�}����cbe��ac�������ibK���if�b��*}��izw��������bKo��	��� �iz¢¡�n3��o���������b
�i�*}@o��&�i��£�o��&�i��b�}|���cbe��ac��k

• P (
�em3�&���*���

)
��o��Mo�f������|���cb��eac������fin3n3��¤	n3��o�hc�3�*}����ib@�iz¥�*b

p
���cbKfi���������i�¦�3��o�b�����m3be}�k

• �g�cbe��ac�'f{��b�mgf��	�3��n�hco�hc��� � o��=�*��o�h{�§f�n&}~f§f'}=d��1�e�c�R�3��o�b �e�3m3be}=�e��fibe��b�mgf��	�3��n3hio�h§f��
�(�c�*b~fin�d3b���k

P (X ≥ 18) = 1 − P (X < 18) = 1 − P (X ≤ 17) ¨�©2ªF«�¬­¬= 1 − 0.965 = 0.035
k

P (10 < X < 15) = P (X ≤ 14) − P (X ≤ 10) ¨®©2ªF«�¬­¬= 0.584 − 0.048 = 0.536

¯ y • E(P̂ ) = p
�ch�°±fib

(P̂ ) = 1
4
( 1

n1

+ 1
n2

)p(1 − p)
k

• E(P ∗) = p
�ch�°±fib

(P ∗) = 1
n1+n2

p(1 − p)
k

² hc�*n3���'fi����bV���cb³hc�"d´����}~o��Mf�}��cb������ibe�c�*n(}~n3o�n3hc��be�*}e}Y�ch1��o�}~�*n´��fibeo®fin3�*k�µ¶��hihc�=�*�e}�o��=f�}~�cbe��n3���*b
���cb��c�*n&}�n3o�n�hc��be�*}�}��i·�����n

P ∗
�gfib���o�n��e}���fibeo®fin3�*·��	o��c�*��hc�*b@d���be���ib

P ∗
k

`�f
α = 0.05

k��"o�d���n P̂−p√
1

2n
P̂ (1−P̂ )

��b�}~o���ng¸�be�=�¹}��e}~fin3dgfibed3n3�cbe�Mf������cbed3����}¶���ib��	o,�

P



−zα

2
<

P̂ − p
√

1
2n

P̂ (1 − P̂ )
< zα

2



 ≈ 1 − α

P

(

P̂ − zα

2

√

1

2n
P̂ (1 − P̂ ) < p < P̂ + zα

2

√

1

2n
P̂ (1 − P̂ )

)

≈ 1 − α

²�}K}~o���ng¸�be�=�¹}Kº(rc»¼�i�cn��3d3��n3�eo�n(}~�*be��fi�������cb
p
�3��o�b�dgf��
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[

p̂ − z0.025

√

1

2n
p̂(1 − p̂), p̂ + z0.025

√

1

2n
p̂(1 − p̂)

]

.

� y#°�o��gfibKf�}
Y = X3 − nP̂ = X3 − n

X1 + X2

2n
= X3 −

1

2
X1 −

1

2
X2.

�"o�d3��n
n
�*b���}~�cb@�ch

p
o��	���Yng¸�b|q=�ih#jc·g�	o����	o��gfMf�}

np > 5
�ch

n(1 − p) > 5
·�����o��Ef'}|�	o��'fin

�3bem3�i�|n3�cbe�Mfi��}~o���ng¸�be�=o�n3h@}�o��g�3o�n3�c��o��e�9���cbed3����o�n3h3k'°�o��'fin�d3��be�=�*d.fin(} fVf�}
X1

·
X2

�ch
X3

fi�����
�*b±}�o���n3¸�b����*} n3�cbe�Mf������cbed3����}�·id��|�*bOmgf��	�3�*n3hco�hi�i·&�chY��o�n3��¸�b����c� �3o�ngfi��le�in3��n

Y
�*bOd���b�����d=�chc���

}�o���n3¸�b����*}�n3�ib��=fi�����cbed3����}�k
°±fib

(Y ) =
°±fib

(X3−nP̂ )
� © �����=

°±fib
(X3)+n2 °±fib (P̂ )

b)
= np(1−p)+n2 1

2n
p(1−p) = 3

2
np(1−p)

k
	|fib�dgf�f�}

• X3 − nP̂
�*b�}~o���ng¸�b����*}�n3�cb��=fi�����cb�d3�*��}

• °±f�b
(X3 − nP̂ ) = 3

2
np(1 − p)

• ²
(X3 − nP̂ ) = E(X3) − nE(P̂ ) = np − np = 0

°�o����ib�dgf��*}@�3be��d3o��	�$le�cn3�eo�n(}~�*be��fi���%�c��dZ�

P



−zα

2
<

X3 − nP̂
√

3
2
np(1 − p)

< zα

2



 ≈ 1 − α

P

(

nP̂ − zα

2

√

3

2
np(1 − p) < X3 < nP̂ + zα

2

√

3

2
np(1 − p)

)

≈ 1 − α

�"o�d3��n
n
��b���}~�cb*·3�	o��Z��fibeo®fin3�e��nE}~o��

P̂
�"¸�be�V��o�}���n�·"�ch

P̂
�"¸�b��³��n1hc�	d1�*�e}�o��=f�}~�cbO���cb

p
k�°�o��'fin

d3�*be���cbK�*b��e}~f�}�}��
p
�=�*d��*�e}~o��Mf'}~�*}

p̂
oZm�}�}�be¤	�&�i�*}|���cb�o�n(}���be��fi����hcbe��n3�e��n3��k


 n(}~�*be��fi�����*}K����o�b*�
[np̂ − z0.025

√

3
2
np̂(1 − p̂), np̂ + z0.025

√

3
2
np̂(1 − p̂)]


 n3n��~f�}e}@�i��bed3o��*b@����o�b¶o�n(}~�*be��fi�����*}
[633, 704]

k

s �������(����� 
V�	�������������&
Z
��(

�%yH°�ocle�i�3�%�*bO����d

X
�e�c�¼��b±n3�cb��=fi�����cb�d3�*��} ����d����cbe�i��n(}~n�o�n3h

µ = 10000
�	b������*}~�*bO�ihY�e}~fin3dgf�b��

dgf��&�	o��
σ = 2500

�&b����=�¹}~�*b�k
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P (X > 13000) = 1 − P (X ≤ 13000) = 1 − P (
X − 13000

2500
≤ 13000 − 10000

2500
) = 1 − P (Z ≤ 1.2)

= 1 − Φ(1.2) = 1 − 0.8848 = 0.1152

�Co�n3n#�¹}�} f����,·
k
·%�e��o���f'}���fin3n3��¤"n���o�hi�3�*}���n{��b�q�k qcr����cb�f�}����cn3�e}�ngfid3�*n �3b�k��=�¹}~�*b|���cb@�c��o���nH�	o��

�3��o���o�n3d3be����n3n
k
k

P (X < k) = 0.05

P (
X − 10000

2500
<

k − 10000

2500
) = 0.05

k − 10000

2500
= −1.645

k = −1.645 · 2500 + 10000 = 5887.5

� o�}e}�f�}��	o&�i�*}Cf�}��i�i�e}~n3fid3��nY�3b�k����*}���b��3��o�b���o�n3��} 10000
�&b �����*}���b*·��&��f@��b�dgfK�~fin3n��e¤	n3��o�hc�3�¹}~��n

���cbKf'}K�i�c��}~ngfid���n#��b�kg���*}~�*b��3��o�b��3ai¤i��be�9�*n3n
13000

�	b������*}~�*b��

P (X > 13000|X > 10000) =
P (X > 13000 ∩ X > 10000)

P (X > 10000)

=
P (X > 13000)

P (X > 10000)
= 2 · 0.1152 = 0.23

¯ y��@m3��� � �ch�fi��}���bengf�}~o��M�(¤	���i}~�*���i�
H0 : µ = 10000 H1 : µ > 10000

���³m3��le�*n&}��Y�gf�b~fi���*}���b��*n3����b
µ
�ch

σ2 ·3�ih��	o����¹}�}���bK�c�3�P��ac��hi��n3d3���*�e}�o��=f�}~�cbe��b*�

µ̂ =
1

n

n
∑

i=1

Xi = X

S2 =
1

n − 1

n
∑

i=1

(Xi − X)2

°�o��c�*}|f�}@m3n�d3��b
H0

������b

T0 =
(X − 10000)

S ·
√

1
n

t
�,���cb�d3�*��}�����d

(n − 1)
��beo��3�¹}~��hib~fid3�*b�k
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°�o%�	o������cb��'fi��}~�
H0

ng�ib
T0 ≥ k

·"d3��b����cn3�e}~fin(}~�*n
k
�gn3n3�*�@�e��o��=f'}�� ¤"��� ��
±���*o�����n.�*b��i�cn(}�b��c������b�}

�g��n3o����
α
k

P (T0 ≥ k|H0

�~fin�n
) ≤ α

k ≤ tα,(n−1)d3�*b
tα,(n−1)

��b
α
�2�&��fin(}�o����*nEo���n

t
�2���ib�d3�*��o�n�h��=�*d

n − 1
��b�o����*}~�ehcb~f�d3��b*k

�g�cbe��f��e}~n�o�n3hc�e�=b��id3���3�g�cb��'fi��}
H0

ng��b
T0 ≥ tα,(n−1)

k
�|�ib

α = 0.01
�ch

n = 9
�*b

t0.01,8 = 2.896
k 
 n�n3�~f�}e}�dgf'} f���b�f=} f��%�*��� jYo��c�3�3hcf��i�*}����&�e}���n �gfib

�	o,�
x =

106480

9
= 11831.11

s2 =
1

8

9
∑

i=1

(xi − x)2 =
49295335

8
= 6161917

s =
√

6161917 = 2482.3

t0 =
11831.11 − 10000

2482.3√
9

= 2.21

�"o�d3��n
t0 = 2.21 < t0.01,8 = 2.896

�~�����cbe��f��e}~�*b��	o������
	
H0

�g��n3o����
α = 0.01

·i�ih��i�cn3�&��m3d3��be��b
����dMf�} �"o��gfib±o��&���@}�o�����}~be���&�i�*��o�h³���*�	o�� }~o����Yfin(}~fYf�}±�i�i�e}~n3fid3��n����3��o�b �e}�acb�be����n�n

10000
�&bO��b�k

���*}���b�k
�|�ib¶�	o�o��&�������cb��'fi��}~�*}

H0

�g� n�o��"� q�k q�j��~� ���*} ¤	bKd3�¹}Kf�}
p
�2�c�*b�d3o���nP�=�9�"¸�b����e}�acb�be����n3n1q�k q�jck

P
�2�i��b�d�o���nP�*b@hio�}�}����c�

P (T0 > t0|H0

�~f�n3n
) = P (T0 > 2.21|µ = 10000) = 1 − P (T0 ≤ 2.21|µ = 10000)d3�*b

T0
m3n3d3�*b

H0
��b

t
�,���cb�d�����}|����d

n − 1
��b�o��3�*}���hcb�fid3�*b�k%��b�f=} f��%�*����p=o��c�3�3h(f��i��n �~�M�e�®�ib@�	o

�c���.�g�
P (T ≤ t)

����d
t = 2.2

�ch
ν = 8

·	�ihY�gn3n3�*b
0.971

·	���c�¼hco�b
p
�,�c�*b�d3o

1− 0.071 �
q�k qcpiº k

� y{`�f g(x)
��¸�be���~fin�n3�e¤	n3��o�hc�3�¹}~��}~�*}e}~�3�¹}~�*n1}�o��

X
·��ch

h(y)
��¸�be�³�~fin3n��e¤	n3��o�hc�3�¹}~�e}��*}e}~�3�¹}~��nP}~o��

Y
k

�"o�d3��n
X
�ch

Y
��bKmgf��	�3��n3hio�hc��·g��b���o�� m3��} finE��fin3n3��¤"n���o�hi�3�*}��e}~�¹}�}��3�*}

f(x, y) = g(x) · h(y)
k

�g�cb��c��n(}�o�n3hc�*n1}�o��
W = X · Y �

E(W ) = E(X · Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

x · y · g(x) · h(y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

x · g(x)dx ·
∫ ∞

−∞

y · h(y)dy = E(X) · E(Y ) = µ · η

z|��}~�*b�ngf'}~o��&}��
Cov(X, Y ) = E(X · Y ) − E(X) · E(Y ) = 0

ng�ib
X
�ch

Y
�*b�mgf��	�3��n�hco�hc��·Z�e��o��

f�}
E(W ) = E(X · Y ) = E(X) · E(Y ) = µ · η k
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�Caib��"o�����h�¤"n�n3��b@�g� ��fib�o�fin3���*n�·3}~be��n3hi��b��	o���ac��hc�*n3d3����fi�=����n��3��n3hi��b��

E(W 2) = E(X2 · Y 2) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

x2 · y2 · g(x) · h(y)dxdy

=

∫ ∞

−∞

x2 · g(x)dx ·
∫ ∞

−∞

y2 · h(y)dy = E(X2) · E(Y 2)

Var(X) = E[(X − µ)2] = E(X2) − E(X)2 = E(X2) − µ2

E(X2) = Var(X) + µ2 = σ2 + µ2

E(Y 2) = Var(Y ) + η2 = τ 2 + η2

°±fibeo®fin�����nE}�o��
W = X · Y �

Var(W ) = E(W 2) − [E(W )]2 = E(X2) · E(Y 2) − [E(X) · E(Y )]2

= (σ2 + µ2) · (τ 2 · η2) − [µ · η]2

= σ2 · τ 2 + σ2 · η2 + τ 2 · µ2 + µ2 · η2 − µ2 · η2

= σ2 · τ 2 + σ2 · η2 + τ 2 · µ2

s �������(����� ���g!�� ¯ ���&������� ����� ���&�����	�������
�%y

Yi

·
i = 1, . . . , m

�*b=mgf��	�3�*n3hco�hi�#n3�cbe�Mf������cbed3����}~�M��fibeo®fi�3����b*·�d3��be�=�*d ��b�d3�*n ��o�n3��¸�be�1���c� �
�3o�ngfi�$le�cn3��n

Y
�ihc�~� n3�cb��=fi�����cb�d3�*��}�k��"o�d3��n

E[Y ] = E[Y ] = α
¡
x = 0

£P�ch
Var(Y ) =

Var(Y )/m = σ2/m
·3�3��o�b¶���cbed3����o�n3hc�*n.}~o��

Y
��o��

n(·; α, σ/
√

m)
k

	|fibM�e�*}�}.f�}
E[Y ] = α

·±���
Y
�*bM�*n ���cbe�i��n(}~n3o�n3hc�eb��*}e}.�*�e}~o��Mf'}~�cb����cb

α
kO�"o�d���n

Var(Y ) =
σ2/m → 0

ng�ib
m → ∞ ·Z��ac��hc��b�d��*}9f�}³����b�dgf�}~f.hco�b��e�'fib�����be���*�e}�o��=f�}�·%���c� �*b��*}Vb�o��=�*��o�h

�&b~f��E}�o��Z�*n��*�e}�o��=f�}~�cb*k
¯ y��K}@��b�f��%�¹}~b~f��&}�n3o�n�hc��nP���c�*b�·g���ib��	o���ac��hi��n3d3��beo�������o�hc�3�¹}~����m3n3�&��le�cn´¡���o��i����o��3�	�	d �2��m3n��	�$le�cn�£

L(β) =
n
∏

i=1

1√
2πσ

exp{−(yi − α − βxi)
2

2σ2
}

µ¶�*�e}������=�*b@�*�e}�o��=f�}~�cbe��nEm�}K��b�f���o�hcn�o�n3hc�*n

∂

∂β
ln L(β) =

∂

∂β

(

− n ln(
√

2πσ) −
n
∑

i=1

(yi − α − βxi)
2

2σ2

)

= 0
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���¹}@hco�b���o�hcn3o�n3hc�*n
n
∑

i=1

xi(yi − α − βxi) = 0

¡��ch���o�d���n
∂2 ln L(β)/∂β2 = −∑n

i=1 x2
i < 0

����fib��*b@��ac��n�o�n3hc�*nE}~o��%�*}@�=fi�&��k �3m3n3�(}F£Fk
���*b�����d1�3��o�b��3m3n��&}�����}~o��=f�}��*}K���cb@���#² hco�}e}��c�*d

β̂ =

∑n

i=1 xi(yi − α)
∑n

i=1 x2
i

,

�ch=����² �3��o�b

B =

∑n

i=1 xi(Yi − α)
∑n

i=1 x2
i

��o�n3�e}��³�&��fid�b~f�}���b��K�*�e}~o��Mf'}~�cb¶�����K�i��d#��������}~�*�=����d3��n1�c�*b�d3o���nP���cb
β
�e�c�¦��o�n3o��=�*b���b

n
∑

i=1

(yi − α − βxi)
2

�e�c�¦o�h�le��nPhco�b���o�hcn3o�n3hc��n
n
∑

i=1

xi(yi − α − βxi) = 0

d��	�*k�d���n1�~fi���=���e�c�¦���c�*n����cb*·g�ch��"o�����b��~fi���=���*��o�}~�=f�}~�cb¶���c� ���#²�k


