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Oppgave 1 Meningsmalinger

a) Antagelser for at X er binomisk fordelt:

e Gjgr n forsgk: Spgr n personer.

e Registrerer suksess eller fiasko i hvert forsgk: Far svaret JA eller ikke JA (nei eller
vet ikke) i hvert forsgk.

e P(suksess) lik i alle forspk: Sannsynlighet for JA er p for alle som blir spurt.

e Forsgka er uavhengige: Rimelig & anta at de som blir spurt svarer uavhengig av
hverandre.

P(X>18)=1-P(X <18)=1— P(X < 17) "2" 1 — 0.965 = 0.035.
tabell

P(10 < X < 15) = P(X < 14) — P(X < 10) "2" 0.584 — 0.048 = 0.536

b) e E(P)=pog Var(P) = i(i +-L)p(1 —p).
e E(P*)=pog Var(P*) = n1+n2 p(1 —p).

Egenskaper for god estimator: forventningsrett og liten varians. Begge estimatorene er
forventningsrette, men P* har minst varians, vi velger derfor P*.

La o = 0.05. Siden P> er tilnseermet standardnormalfordelt far vi:

w/%P(l—P)
P
Pl —ze <—p<2% ~ 1l—«

2 ~ A~
,/;m_
( —Za\/ 1— <p<P+zM/ 1— ) ~ 11—«

Et tilnaermet 95% konfidensintervall for p blir da:
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b~ s\ [ 500 = )0+ 20 590 — )
D — 20.025 an P), P T 20.025 2np p)| -

, X, + X 1 1
Y:Xg—nP:Xg—ng:Xg——Xl——Xg.
om 2 9

Siden n er stor og p ikke nzer 0 og 1, vil vi ha at np > 5 og n(1 — p) > 5, slik at vi kan
bruke normaltilnserming til binomisk fordeling. Vi kan dermed anta at X;, X5 og X3 alle
er tilnseermet normalfordelt, de er uavhengige, og linezerkombinasjonen Y er dermed ogsa
tilngermet normalfordelt.

Var(Y) = Var(Xg—np) uavh. Var(X3)+n2Var(]5) ) np(1—p)+n? p(l p) = p(l D).
Har da at

c) Vi har at

e X5 —nP er tilnzermet normalfordelt

e Var(X; — nP) = 3np(1 —p)

e E(X3 —nP) = E(X3) —nE(P)=np—np=0
Vi far da et prediksjonsintervall ved:

X5 —nP
P —z%<3—<z% ~ 1l—a

\/3np(1 —p)
P (nP ; X3 < nP ; ~
nP —za 5np(1—p)< 3 <nP+za §np(1—p) ~ 1l-—a

Siden n er stor, vil variansen til P vaere liten, og P veere en god estimator for p. Vi kan
derfor erstatte p med estimatet p i uttrykket for intervallgrensene.

Intervallet blir: [np — 20,0251/ —np ), P + 20,0254 /3 —np (1—

Innsatt verdier blir intervallet [633, 704].

Oppgave 2 Veiprosjektet

a) Vi jobber med X som er normalfordelt med forventning ; = 10000 kr/meter og standar-
davvik o = 2500 kr/meter.
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X — 13000 _ 13000 — 10000
P(X >13000) = 1— P(X <13000)=1-— P( 5500 < 5500

= 1—-9(1.2)=1-0.8848 = 0.1152

)=1-P(Z<12)

Finn et tall, k, slik at sannsynligheten er 0.05 for at konstnaden pr. meter for veien vil
bli mindre enn k.
P(X <k) = 0.05
X —10000 £ — 10000

P "
(500 < om0 )~ 90
k — 10000
i )
9500 045
k = —1.645- 2500 + 10000 = 5887.5

Gitt at vi vet at kostnaden pr. meter blir minst 10000 kr/meter, hva er da sannsynligheten
for at kostnaden pr. meter blir hgyere enn 13000 kr/meter?
P(X > 13000 N X > 10000)
P(X > 10000)
P(X > 13000)

= =2.0.1152 = 0.23
P(X > 10000)

P(X > 13000|X > 10000) =

b) Null- og alternativ hypotese:
Hy - = 10000 Hy @ p > 10000

De ukjente parameterene er u og 02, og vi setter opp fglgende estimatorer:

i=1

s = Ly -xp

n—14%4
=1

Vi vet at under H, sa er

(X — 10000)

N

Ty = t-fordelt med (n — 1) frihetsgrader.
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Vi vil forkaste Hy nar Ty > k, der konstanten £ finnes slik at Type-I feilen er kontrollert
pa niva a.

P(To > ]C|H0 SaIlIl)

k

der £, (n—1) er a-kvantilen i en ¢-fordeling med n — 1 frihetsgrader.

< «
<

ta,(n—l)

Forkastningsmrade: Forkast Hy nar T > 14 (n—1)-

Nar o = 0.01 og n =9 er tp01,8 = 2.896. Innsatt data fra tabell 1 i oppgaveteksten har
vi:

1064
T = 06 80:11831.11

co| —

9
9
49295335
 (wi—m) = ——g = 0161917
=1

s = V6161917 = 2482.3

11831.11 — 10000
bo = 2482.3 =221

V9

Siden ty = 2.21 < 01,8 = 2.896 sa forkaster vi tkke Hy pa niva a = 0.01, og konkluderer

med at vi har ikke tilstrekkelig bevis til & anta at kostnadene blir stgrre enn 10000 kr pr.
meter.

Nar vi ikke forkastet H, pa niva 0.01 sa betyr det at p-verdien ma veare stgrre enn 0.01.
P-verdien er gitt som

P(Ty > to|Hy sann) = P(Ty > 2.21|u = 10000) = 1 — P(Tp < 2.21|x = 10000)

der Tj under Hj er t-fordelt med n — 1 frihetsgrader. Fra tabell 2 i oppgaven sa slar vi
opp pa P(T < t) med t = 2.2 og v = 8, og finner 0.971, som gir p-verdi 1 —0.071=0.029.

La g(x) vaere sannsynlighetstettheten til X, og h(y) veere sannsynlighetstettheten til Y.
Siden X og Y er uavhengige, er simultan sannsynlighetstetthet f(z,y) = g(x) - h(y).
Forventingen til W = X - Y

E(W) = E<X~Y>:/_°° /_wx-y-g@)-h(y)da:dy

= K_xﬁ@ﬂﬂ/myﬁwwy:ﬂX%EWUZMW

—0o0

Alternativt: Cov(X,Y) =E(X -Y) —E(X)-E(Y) = 0 nar X og Y er uavhengige, slik
at EW)=E(X Y)=EX)-EY)=pup-n.
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For vi begynner pa variansen, trenger vi fglgende sammenhenger:

EW?) = E(X?-Y?) = /_OO /_OO 2% y? - g(x) - h(y)dzdy

(o)

_ / 2 g(x)da / y - h(y)dy = B(X?) - E(Y?)

Var(X) = E[(X - )] =E(X?) - E(X)* = B(X?) — 4*
E(X?) Var(X) + p? = 0 + 2
E(Y? = Var(Y)+7n*=7"+7°

Variansen til W = X - Y.
Var(W) = E(W?) — [E(W)]* = E(X?) - E(Y?) — [E(X) - E(Y)]?
= (@ +p?)- (7 n?) = [u- )
P B i 20 AT B SR S
BERPE WU

Oppgave 3 Kalibrering ved regresjon

a) Y, i = 1,...,m er uavhengige normalfordelte variabler, dermed er den lineare kom-

binasjonen Y ogsd normalfordelt. Siden E[Y] = E[Y] = a (z = 0) og Var(Y) =
Var(Y')/m = o%/m, blir fordelingen til Y lik n(-;a, 0/y/m).

Har sett at E[Y] = a, si4 Y er en forventningsrett estimator for a. Siden Var(Y) =

o?/m — 0 nar m — oo, fglger det at mer data gir skarpere estimat, som er et rimelig
krav til en estimator.

b) Ut fra betraktningen over, far vi fglgende rimelighetsfunksjon (likelihood-funksjon)

1) =[] e ew(- =020

Bestemmer estimatoren ut fra ligningen

0 0 — (yi — o — fx;)*|
55 L) = g5 (= nin(vV2m0) = 30— o) < 0

=1
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Det gir ligningen

n

S — - i) =0
i=1
(og siden &2 In L(B)/03* = — > 1, x? < 0 svarer lgsningen til et maks.punkt).

Dermed blir punktestimatet for SME gitt ved

21 Ty — a)

b= Z?:l ;7 ’
og SME blir

Z?:l i

Minste kvadraters estimator fas ved a bestemme den verdien for 5 som minimerer

n

Z(yi S 5%‘)2

i=1
som igjen gir ligningen

in(yi —a—fz;) =0
i=1

dvs. den samme som ovenfor, og vi far samme esitmator som SME.



