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Oppgave 1 Kvalitetskontroll av poteter

a) Vekten X er normalfordelt med forventning p = 110 og varians o2 = 100.

Sannsynligheten for at en tilfeldig valgt potet veier mer enn 120 g:

P(X >120) = 1—P(X <120) = TEXMOHS < Bomo:ov
= 1-®(1) = 1-0.8413 = 0.1587.

Sannsynligheten for at en tilfeldig valgt potet er innenfor spesifikasjonen:

P(IX — 110/ <20) = = P(X < 130) — P(X < 90)
_ Ex\:o < 180-110, \Ex\ 110 _ 90— :ov
10 10 10 10

= 2(2) - 2(=2) = 2(2) - (1-2(2))
= 20(2)-1 = 2097721 = 0.9544.

Sannsynligheten for at en pose med 14 tilfeldig valgte poteter veier mindre enn 1500¢:

La Xj,..., X4 vaere vekten til de 14 potetene, og la Z vaere vekten pa posen med 14
poteter. Daer Z = MHH X;. Siden Z er en linezerkombinasjon av uavhengige og normal-
fordelte variabler, er Z ogsa normalfordelt, med forventning og varians lik

14 14 14
B(Z) = BO_X) =) B(X;) =) p=14u = 14-110g = 1540 g
=1 =1 i=1

14 14 14
Var(Z) = Var(}_X;) "= Y Var(X)) = Y o = 1o? =14-100 g = 1400 ¢
i=1

i=1 i=1

b)
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Vi far da

Z—1540 _ 1500 — 1540
P(Z <1500) = P(Z <1500) = P(

V1400 — V1400

A

)
= ®(—1.07) = 0.1423.

Y er antall poteter blant de n i stikkprgven som ikke tilfredstiller spesifikasjonen.

Vi sammenligner forsgket beskrevet i oppgaven med kriteriene for en Bernoulliforsgks-
rekke (et binomisk forsgk):

e Vi gjor n forsgk, der hvert forsgk er & undersgke om vekten pa en tilfeldig valgt
potet avviker mindre enn 20 g fra forventet vekt eller ikke.

e Det er to mulige utfall av hvert forsgk. Enten fglger poteten ikke vektspesifikasjonen
(“suksess”), eller den oppfyller kravet (“fiasko”).

e Sannsynligheten p for at poteten ikke fglger spesifikasjonen er p = P(|X — 110] <
20), og denne er lik i alle forsgk.

e Siden potetene i stikkprgven er trukket tilfeldig, kan vi anta at forsgkene er uav-
hengige.

Dermed oppfyller forsgket kravene til en Bernoulliforsgksrekke (et binomisk forsgk), og
vi antar at Y er binomisk fordelt med parametre n og p = P(]X — 110| < 20).

Y
Forventningsverdi for estimatoren p = — for p:
n
Y 1
E(p) = E = —EY
() () = EY)
1
= —np = p.
n

Siden E(p) = p, er p en forventningsrett estimator for p.

Variansen til p:

Var(p) = <mlwu = QW/\@HC\V
Lo —p) = P20

Vi skal finne et estimat for variansen o2 basert pa estimatet p for p = P(|X — 110 < 20).

Vi finner farst et uttrykk for sammenhengen mellom p og 0%
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p = 1—P(|X—-110/<20) = 1 —[P(X —110 < 20) — P(X — 110 < —20)]
X-11 2 X -11 -2
= 1- TA‘O m\ovwi‘o| ‘i
o o o o
20 —20 20 20
= 1—-|P(—)—-P(—)| =1—-|P(—)—-(1—-D(—
o2 -2 = 1- fo) - - a2
20
= 2-(1-9(—
(1-oC))
Dette gir at
20
20 = 2-
=) p
20 P
o(—) = 1-2
( o ) 2
20
For en gitt verdi av p, kan vi finne — og dermed o fra m-w,&?:m: i standardnormalfor-
o
delingen. Men siden p er ukjent, erstatter vi p med p, og finner et estimat for o basert
2
pa den tilsvarende kvantilen. Estimatet for p er p = ¥ _ o’ , og vi far at
n
20 p 2/19
P(—)x1-2=1—"-=0.9474.
( . ) 5 5 0.947

Fra tabell over kumulativ fordeling i normalfordelingen, brukt baklengs, far vi

20 20
—=162=6=—-=12354.
G 77 162 g
: : : = 20 1o 2
Et estimat for variansen blir da o2 = Aav =1524 ¢°.

Oppgave 2 Internettkafe

a) Vi har P(T < 15) = F(15) = 1 —exp(—15-0.1) = 0.78.

Videre er P(T < 45|T > 30) = PEorIo0) — FUD-FE0 . eCIN oA — 0,78,

Siden de to uttrykkene er like, sier man at fordelingen er glemsom. Sannsynligheten for & veere
palogget mindre enn 15 minutter til, er ikke pavirket av hvor lenge du har veert palogget.

b)

Derivering av den kumulative sannsynlighetsfunksjonen gir: f(t) = %3 = Aexp(—At).
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Rimelighetsfunksjonen er L(\) = EHH Xexp(—At;). Logaritmen av rimelighetsfunksjonen er
I(A) = 10In(X) — A1, ;. Derivering gir

dl 10
x MUN

Ved a sette % =0 far vi SME A = =12 Estimatet er EH =0.08.

o 3 125.

c)

Vi har at T = min(7}, Ty, T3). Videre er P(T < 15) = 1 — P(T > 15) = 1 — P(T; > 15)3. Dette
gir P(T' < 15) =1 —exp(—A-3-15).

Siden P(T > t) = exp(—3At), er ventetiden til forste ledige maskin, 7', eksponensialfordelt
med parameter 3 - )\, for t > 0. La U vaere den totale ventetiden til den andre kunden far
en ledig maskin. La V = U —t vaere tiden fra forste maskin ble ledig til andre maskin blir
ledig. Vi betinger her pa den fgrste tiden. Ved glemsomhetsegenskapen er ventetiden fra fgrste
maskin ble ledig til andre maskin blir ledig eksponensialfordelt. Her er da V|T = ¢ ogsa
eksponensialfordelt med parameter 3 - A, for v > 0. Marginal tetthet for U er

- \c,: flult) f(t)dt = \c: 3Xexp[—3\(u — t)]3\exp(—3Xt)dt = (3)\)*u exp(—3\u).

Dette er en gamma fordeling med parameter 2 og 3A. Her er forventningen E[U] = Z.

Dette gjelder generelt utfra at ventetiden til to hendelser i en Poisson prosess er Gammafordelt.
Forventningen kan dermed ogsa ses direkte ved at 7" og V' er identisk fordelt og uavhengige,
og at total tid er summen av de to. Vi har E(T) = 4x og E(V) = .

Innsetting av A = A = 0.08 gir hhv: P(T < 15) = 1 — exp(—0.08 - 3- 15) = 0.97 og E[U] =

2
T = 8.33.

Oppgave 3 Kneoperasjon Vi jobber med to uavhengige normalfordelte utvalg med sam-
me varians.

Vi har konvensjonell kirurgi: Xi, Xs, ..., X, u.i.f. normal med E(X;) = y og Var(X;) = 0%, og
computer-assistert kirurgi: Y7, Y5, ..., Y;, uw.i.f. normal med E(Y;) = 5 og Var(Y;) = o>

Observasjoner:
Konvensjonell kirurgi, n = 25 uavhengige operasjoner zi,...,xo5. T = W WH r;, = 2.3,
S8 (- 7)% = 294.
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Computer-assistert kirurgi, m = 27 uavhengige operasjoner y1, ..., yor. § = 3 MWWH y; = 1.5,
Sy — §)? = 115.

a) mw er en god estimator for varians, nar vi baserer oss pa to utvalg der variansen antas

den samme i begge utvalgene.

n

. 1
X = mMUK.
Yy = %M&

j=1
S2 = — MMNHHANQ - MQN + MM:HHCQ - w\vw
p n+m—2

. S22 2944115 _
Numerisk verdi: s, = o—z = 818

Forberedelse til forventningsverdi: Siden X; ~ N(u,0?) si vet vi at % er

kji-kvadratfordelt med n — 1 frihetsgrader. Tilsvarende, siden Y; ~ N(n,0?) vet vi at
m _$2

% er kji-kvadratfordelt med m — 1 frihetsgrader. Siden X; og Y; er uavhengi-

n _ %2 m V)2

mmmwi_m:BBm:a\H Zo NPT (% 7Y)

vaere kji-kvadratfordelt med n +m — 2

o2
frihetsgrader.
Sammenhengen mellom S2 og V: S = %mwm
Forventningsverdi:
Vo? o? a?
E(S?) = E - CE(V) = . 9y g2
(5,) A:‘TSIMV n+m-—2 V) n+m-—2 (n+m=2)=0

Konfidensintervall: start med en kji-kvadratfordelt stgrrelse mellom to kvantiler i kji-
kvadratfordeling.

»UAXW\D\MSJrg\m V< XM\P:+§\NV = 1l-a
S (n+m—2)
wAXW\Q\MS‘I:\M < { < XN\MS‘TS\NV =1l-a
sz -2 S2. -2
P> (n+m VMQNM vn§+3 VVHH\Q

XN\N:‘Tg\w XH\Q\N:‘I:\w
Numerisk intervall (o = 0.05):
Tw?f:\wv sp-(nt+m—2) ] = ﬁm._m,ﬁmiﬂ\s m._m,ﬁ,iﬁ\ﬁ = [5.73,12.64].

p) v 99 s G
Xaj2ntm—2 Xi—a/2,n+m—2 32.357 71.420
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b) Vi gnsker & undersgke om forventet vinkelutslag mellom leggbeinet og larbeinet er for-

skjellig for de to operasjonsmetodene.
Null- og alternativ hypotese:
Hy:p=n Hi:p#n
Hy:p—m=0 Hy:p—n#0

De ukjente parameterene er y, n og o2, og vi setter opp felgende estimatorer:

n

1 —
p=-SXx,=X
n
i=1
. _ H_r n <|ﬂ
P = 3y
Jj=1
1 n o m -
2 = — X, —X)? Y; —Y)?
P X 00 -
Vi vet at under H, sa er
X-Y)-0
Ty = F=Y) -0 t-fordelt med (n + m — 2) frihetsgrader.
Spv/a +

Vi vil forkaste Hy nér |Ty| > k, der konstanten k finnes slik at Type-I feilen er kontrollert
pa niva a.
P(|Ty| > k|Hp sann) = «
k= taym-2)
der te (ntm-—2) €T $-kvantilen i en ¢-fordeling med n + m — 2 frihetsgrader.
Forkastningsomrade: Forkast Hy nér |Tp| > te (nym-2)-
Nar a = 0.05 og n = 25, m = 27, er £ 92550 = 2.009. Innsatt data fra oppgaven har vi:

T—7— 23—1.5—
T—7 oH 3 5—0 — 101
1

1 1
VB8 (/& + &

Siden |to| = 1.01 < tg.025,50 = 2.009 sé forkaster vi ikke Hy pa niva a = 0.05, og finner ikke
grunn til & tro at det er forskjell i forventet vinkelutslag pa de to operasjonsmetodene.

Nar vi forkastet Hy pa niva 0.05 sa betyr det at p-verdien ma vare stgrre enn 0.05.
P-verdien er gitt som

P(|To| > |to]|Ho sann) = 2-P(Ty > 1.0ljpg—n=0)=2-(1 - P(Tp < 1.01|p—n =0))




Fra tabell 2 i oppgaven s& slar vi opp pa P(T
0.851, som gir p-verdi 2 - (1 — 0.841) = 0.32.

Oppgave 4

Simultanfordeling
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< t) med ¢t = 1.01 og v = 50, og finner

Simultanfordelingen, f(z,y), til de to diskrete stokastiske variablene X og Y er gitt i folgende

tabell:

Marginalfordelingen til X og til Y sees i tabellen.

Owim Owi=

Forvening og varians til X:

Wl Wl

y=0 [ y=1 | y=2 || f(x)
=115 |5 |1 |
=0 1% |5 |m |3
x=1 | 5 % § i
N ERE T b

for x = —1,0,1
ellers
fory=0,1,2
ellers.
( C._.H o...H 1=0
3 3 =
1 1 2
—1-0P+=-(0-024+--(1-02==
(10745 007+ 5 (107 =3

Forvening og varians til Y:

1 1 1
EY) = =-0+=--1+--2=1
) 30Tz tt3 =
1 1 1
Var(Y) = =-(0-12+--(1-1)*+=-(2—-1
ar(Y) wA V+MA v+wA )
Kovarians:
ExS\:VfH:V:HA:
6 12 12
1
+moo+mo:\om
v o toaagtan
12 12 6
_ 1
G
1 1
XY) = Z—0-1=-=
Cov(X,Y) 5 0 6

[leol vo
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Siden kovariansen mellom X og Y ikke er null si kan ikke X og Y vaere uavhengige. Vi ser
ogsa at simultanfordelingen til X og Y ikke er lik produktet av de to marginalfordelingene,

noe som ville veert tilfellet hvis X og Y hadde veert uavhengige.




