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Oppgave 1 Feil pa mobilnett

a) Den kumulative fordelingsfunksjonen F(zr) = P(X < xz) beregner vi ved & integrere
sannsynlighetstettheten f(z). Dvs.

0= [ swa= s ta—s L ) = (0 -y =1
Sannsynligheten for at det gar mer enn 2 uker mellom to pafglgende feil, nar 5 = 3, er

P(X>2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1-2"7%)=273=0.125

Sannsynligheten for at nettet svikter fgr det er gatt 3.5 uker, gitt at det har gatt minst
2 uker siden siste feil, er (med 8 = 3)

PX <35 x o2 - PXS350X>2) PN <35) - PX <)

PX >2) P(X >2)
_ FB5)-F(2  (1-35%)-(1-27)
1= F(2) 0.125 = 0813

b) Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, SME for (3:

Simultantettheten for Xi,..., X, er f(z1,...,2,;0) uavh. T, f(8) = I, mﬁ.\,@\_.
Rimelighetsfunksjonen er simultanfordelingen sett pa som funksjon av 3, og kan skrives

som
n

:M\,wv = ,,Q\;E ‘\Q‘,—A

i=1
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SME er den verdien for 5 som maksimerer L(xy,...,z,; ). Denne verdien finner vi ved
forst & ta logaritmen, sa derivere og sette lik 0:
n
(w1, i) = W(L(zy,.. 2 8) = In |5 ]]

i=1

In(4") + In E&.MQL
i=1

nln(8) + M (B+1)In(z;)) = nln(B) — (B+1) M In(z;)

&Aar..;&ihvl MI ..H
— B "3 m_:?;

n
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Dette gir at SME for g er
n

S InX;

Nar vi setter inn de observerte verdiene far vi fglgende estimat for (3:

.

n 10
MuwnH Inz;  3.39
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Vi skal forst vise at 25 In(X;) er kjikvadratfordelt med 2 frihetsgrader (som er det samme
som en eksponensialfordeling).
La Y; = 281In(X;). Vi kan finne sannsynlighetsfordelingen til Y; ved & bruke transforma-
m;o:mmoga_ma vi ser her bort fra indeksen ¢ i utledningen). rm
y = u(zx) = 26n(z), slikat
)
203
La fy(y) veere sannsynlighetstettheten til Y. Transformasjonsformelen sier da at

fr () = fx(w(y))w'(y)l-

= wly) = exp(o7

Vi deriverer w(y) og far w'(y) = H meA mv Sannsynlighetstettheten til Y blir da
Hrly) = Fxw)lw'y)] = Blexp(
= W@%Q\Q - C%v@%ﬂm\mv = W@%A mw - % + kv
= ew(-Y).
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Uttrykket for fy(y) kan skrives

1 2/2—1

Ir(y) = %ﬁ\mv@ @y

exp(—3
siden T'(2/2) = I'(1) = 1. Dette er sannsynlighetstettheten for en kjikvadratfordelt sto-
kastisk variabel med 2 frihetsgrader. Dermed har vi vist at ¥; = 241n(X;) er kjikvadrat-
fordelt med 2 frihetsgrader, dvs. Y; ~ x2.

La Z =23%",In(X;). Med Y; = 281n(X;) har vi at

Z = mmM_bev = Mwm In(X;) = MM\_

Vi har vist at Y; ~ x2, og siden en sum av uavhengige kjikvadratfordelte stokastiske
variabler er kjikvadratfordelt, med summen av frihetsgradene, er Z = 233 " In(X;)
kjikvadratfordelt med > | 2 = 2n frihetsgrader.

i=1

Konfidensintervall for (3:
Vi bruker at Z =267, In(X;) ~ x3,. La a = 0.05. Vi far da at

WAXw\p\NN: <Z< Xw\mb:v = l-a
\UAXWQ\N&: < MQMECOV < Xw\m“m:v = 1l-a
=1
2 2
X — mn XQ n
P22 o g < By — 1-qa

237 In(Xy) 2355 In(Xy)
Et 95% konfidensintervall for 3 blir da

waobmmbz < B < Xwomm“m:
2570 In(z;) 230 In(z)
Insatt observerte verdier far vi

9.591 34.170
<f<——

09 — [1.41,5.04].
2.3.39 5.339] — 141504

Oppgave 2 Transport av masse

X er hypoergeometrisk fordelt med N = 1000 turer, k& = 5 turer kjgrer transportfirmaet
gjennom sentrum og N — k = 995 utenom sentrum, og vi tar en stikkprgve av stgrrelse n = 5.

Betingelser:
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o Et tilfeldig utvalg av storrelse n tas uten tilbakelegging fra N enheter. Her: et tilfeldig
utvalg av n = 5 turer sjekket blant N turer som totalt kjgres.

e De N enhetene deles inn i to grupper, k suksesser og N — k fiaskoer. Her: k = 5 turer
kjgres gjennom sentrum og N — k = 995 turer kjgres utenom sentrum.

e X er antallet suksesser blant de n. Her: X er antall turer gjennom sentrum av de n =5
turene som ble sjekket.

Punktsannsynligheten i hypergeometrisk fordeling, N = 1000,k = 5,n = 5 er gitt som:

pox == BT

og mulige verdier for z er 0,1,2,3,4,5.

Siden P(X = 0) = 0.975 m& = = 0 veere den verdien av x som gir hgyest punktsannsynlighet
(siden summen av alle punktsannsynligheter er 1 kan ingen annen punktsannsynlighet veere
stgrre enn 1-0.975).

P(X =5)= E =121-10"%

A_OOOV
Til sammenligning er sannsynligheten for & vinne 7 rette i lotto 1.85- 107",

Kommentar 1: Nar N er stor i forhold til n (boka nevner som tommelfingerregel at n/N <
0.05, og her er jo 5/1000 = 0.005) s& kan binomisk fordeling brukes som en tilnserming til
hypergeometrisk fordeling nar vi regner ut sannsynligheter. Da gjgr vi n = 5 forsgk og i hvert
forsgk sjekker vi om transporten skjer gjennom bykjernen, p = % = Emoo er sannsynlighet
for transport gjennom bykjernen, og X er antall transporter gjennom bykjernen for de n = 5

undersgkt. Da kan punktsansynligheten til X tilnaermes med

P =)= (1) -5 = (2 g0 - )
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Videre er tilnsermet:

P =0 = (§) a1~ 1o = (1 o) = 097

1000 1000 1000

mm( m m
wkuwu ‘OT‘,_EH ,ﬂ.u.sw.s‘;
(X' =5) Amvrooov (1= To00) (Too0) =312

Kommentar 2: Denne oppgaven er basert pa en henvendelse fra en tidligere bygg-student,
og er basert pa faktiske forhold. Dog, transportfirmaet sa fgrst at alle 1000 turene var kjort
utenom bykjernen og kun etter at de be mgtt med fakta pa at stikkprgve av 5 turer viste
transport gjennom bykjernen s& informerte de om at det kun var akkurat disse 5 turene (av
de 1000) som hadde blitt kjort gjennom bykjernen. La oss tenke oss at vi ser pd dette som en
hypotesetest, der vi gnsker & finne ut om det er grunn til & tro at transportfirmaet har kjort
mer enn k = 5 av turene gjennom bykjernen:

Hy:k=5vs. H :k>5

P-verdien til testen ville vaert & regne ut P(X = 5) som vi har gjort i oppgaven, og denne er
1.21-10713, som ville frt til at vi forkastet nullhypotesen og ville tro at flere enn 5 transporter
var kjgrt gjennom bykjernen. Men, dette var ikke med i oppgaven.

Oppgave 3 Trykkfasthet av murblokker

I denne oppgave er Y normalfordelt med p = E(Y'), gitt i MPa (10° Pascal), og standardavvik
o =SD(Y) = 0.21 MPa.

a) Y ~ N(2.10,0.212).

Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt murblokk har en trykkfasthet som er
hgyere enn 1.83 MPa, dvs. P(Y > 1.83)7

Y —210 _ 1.83—-2.10
P(Y >183) = 1-P(Y<183)=1-P(—5o— < — =

= 1-®(—-1.29) =1—0.0985 = 0.9015

Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig valgt murblokk har en trykkfasthet som avviker
mindre enn 0.3 MPa fra forventningsverdien p = 2.10 MPa?

)=1-P(Z < -1.29)

b

~
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P(lY —pl<02) = P(-03<Y —p<03)=PY —u<03)—PY —pu<-03)
- NUAM\IN‘HO 0.3 Y —-210 _-0.3

‘m|v|1‘m|v
021~ 021 021 021
®(1.43) — B(—1.43) = 0.9236 — 0.0764 = 0.8472

Vi ser pa maling av trykkfasthet for n = 24 tilfeldig valgte murblokker fra produksjonen.
Hva er sannsynligheten for at den minste malingen vil veere lavere enn 1.83 MPa?

P(Yin <1.83) = 1= P(Yn >183) =1—P(Y1 > 183NY, > 1.83N---N Yy > 1.83)
= 1-[P(Y >183)]*=1—-[1 - P(Y <1.83)]* =1-(0.9015)* = 0.917

Der overgangen fra fgrste til andre linje er pa grunn av uavhengighet i malt trykkfasthet
mellom tilfeldig valgte murblokker.

Bedriften gnsker 4 undersgke om det er grunn til & tro at forventet trykkfasthet for den
nye typen murblokker er lavere enn 2.40 MPa.

Null- og alternativ hypotese:
Hy:p=240 Hy:p <240

Her ser vi pa parameteren i som ukjent og parameteren o = 0.21 er kjent.

Anta at vi har malt trykkfasthet til » tilfeldig valgte murblokker, og kall disse Y3, ..., Y.
Vi setter vi opp fglgende estimator for p.

H_y n o
o= =S Y=Y
Vi vet at under H, sa er

Y —24
Zy = ¥ =240) standard normalfordelt N(0, 1).
1

oY
Vi vil forkaste Hy nar Zy < k, der konstanten k finnes slik at Type-I feilen er kontrollert
pa niva a.
P(Zy < k|Hp sann) <
k< —z

A

[0

der z, er a-kvantilen i en standard normalfordeling.
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Forkastningsmrade: Forkast Hy nar Zy < —z,. Alternativt kan vi lgse ut for Y og far

heller regelen: Forkast Hy nar Y < 2.40 4 z,0 - /\Wu innsatt o = 0.21.

Nar a = 0.05 er zp05 = 1.645, og i oppgaven er det oppgitt at n = 24 og y = 2.30.

Dermed er zy = =220 — 230240 _ _9 33

oy/I om
Siden zp = —2.33 < —zp,05 = —1.645 sa forkaster vi H, pa niva o = 0.05, og konkluderer
med at trykkfastheten er mindre enn 2.40MPa.

Na vil vi se hvor lett det er & forkaste Hy, med regelen var hvis i virkeligheten ¢ =
2.30MPa. Denne sannsynligheten er avhengig av vart valgte signifikansniva og hvor man-
ge observasjoner vi har brukt til & lage testen véar (vi har et stgrre forkastningsomrade
nar vi har mange observasjoner). Dette betegnes teststyrken.

P(Forkaste Ho|H, gal og u = 2.30) P(Zy < —z4|u = 2.30)

= P(Y <240+ 240 - /\\f\wwo

Y —230 240 -2.30
= P( <

el

NG

_ eﬁw\g —230 sl = 2.30)

— Zalp = 2.30)

S

=

= (0. %v

oq@

Oppgave 4 Hubble

a) Minste kvadraters metode minimerer SSE(8) = Y15, (v; — Bx:)2.

dSSE
dg

11 11

2
M yizi — 3 M T; =
i=1 i=1

Dette tilsvarer: MUNL yir; =3 MU _, x7 som gir svaret.
Innsetting gir 3 = 0.0567.

=0

Forventning og varians blir

mTw_ M =1 i @j\_ M&HH &W\Q
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- S aVarlyy) - S a?a? o
Verldl= (i ad)? - (it a3)? - Yt

b) Predikert verdi er g, = aom =900 - 0.0567 = 51.03.

Vi har at gy — Yo = Bz, — By — € = 20(3 — 8) — €, dvs Elgio — Y] = Elwo(5— B)] =0,
0g

Var[go — Yo] = a\m:.?ca —0)—e] =

Et estimat for o er s = 4/ muw 87 =0.993. Vi har at T'= —2£—2_ ~ {;3. Da blir et 95
£

prediksjonsintervall for observasjon Y, gitt ved

(%o — t10,0.0258

der wo.ommﬂ_o =2.23.
Innsetting gir (48.5,53.5).




