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Oppgave 1
a) Nar vi regner ut disse tre sannsynlighetene mé man huske pa at de mulige verdiene for
Xer34,....
P(X>3) = 1-P(X<3)=1-P(X=3)=1- 5_1)P (1-p)

= 1-p=1-0.13=10.999

5

N 3 z—3
P(X <6) = ZP(X:I):Z<3_1>p (1-p)

r=3 =3

= ()ra-wrs (S)ra-nt+ (G)rta- o2
—p)+

= p’ (1+3(1 (1 —p)?) =0.1° (1 + 2.7 + 4.4.86) = 0.00856

P(X>6NX>3) PX>6
P(X >6|X >3) = (X 2 ) _PX=6)

P(X > 3) P(X > 3)
1-P(X 1-0.0.
_ (X <6) _ 0.0.00856 — 0.9924
P(X > 3) 0.999
b) For & finne SME méa man starte med & finne rimelighetsfunksjonen. Siden X7, Xo,..., X,

er uavhengige far vi at
n n z; — 1 o
L(p) = f(x1, 22, ..., 2n;p) = [ [ flziip) =[] [(k B 1)19’“(1 —p)" k} :
i=1 i=1

Log-rimelighetsfunksjonen blir da

(p) = InL(p) = zn: [m <(i;__11)> +klnp+ (z; — k) In(1 —p):|

=1

_ z:; [m <<9;€_—11>>} 4 nklnp+In(1 —p)zn:x,' ~nkln(1 - p).

i=1
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For a finne for hvilken verdi av p denne funksjonen har sitt maksimum deriverer vi med
hensyn pa p,

I'p) = 0+—+7-(—1)-in—7-(—1)

nk Yl nk
- +
P I1-p 1-p

Finner for hvilken verdi av p log-rimelighetsfunksjonen har sitt maksimum ved & lgse
ligningen I'(p) = 0 med hensyn pa p,
nk Y r .,z —nk

'p)=0 = — =
(p) ) -

= nk(l—p) = <Z:z:l —nk‘) D
i=1

n
= nk—nkp:pri —nkp
i=1

n
= nk= pri
=1
nk
P= =
2 i Ti

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren blir dermed

=

- nk _ﬁ
P= Z?:lXi X

c) La A og B veere hendelsene at klokkene som inspiseres kommer fra henholdsvis produk-
sjonslinje A og B. Vi har da oppgitt at P(A) = P(B) = 0.5 og at

r—1 r—1

PX =ala) = (3 7))o ox POX=alB) = () )b - o) "

Oppgaven sper etter sannsynligheten P(A|X = x). Ved & bruke Bayes’ regel far man at

P(X =2|A)P(4) _ P(X =z|A)P(A)
P(X =z) P(X —ﬂflA) (A) + P(X =z|B)P(B)
()P —pa)**-05
(7 )P5 (L —pa)=* 0.5+ (7)1 —pp)=*- 0.5
pA(l—PA)x F
(1 —pa)e=F + (1 — pp)e—Fk

PAX =2) =

Setter man inn de oppgitte tallene far man at

0.13(1 —0.1)573

PAIX =5) = 0 =019 3+ 0.9 —02)5 3
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@
i
w
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&
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Oppgave 2

a)

I figur A ser det ut til at det er en ikke-lineser sammenheng mellom x og y, noe som ikke
stemmer med regresjonsmodellen gitt i oppgaven.

I figur B ser det ut til at variabiliteten til y gker med gkende x, mens man i regre-
sjonsmodellen gitt i oppgaveteksten spesifiserer at variansen til Y er den samme for
alle verdier av x. Dette datasettet passer dermed heller ikke regresjonsmodellen gitt i
oppgaveteksten.

I figur C ser det ut til & veere en lineser sammenheng mellom x og y og variabiliteten til
y ser ut til & veere den samme for alle verdier av z. Den oppgitte regresjonsmodellen ser
ut til & veere en god modell for dette datasettet.

Siden Y er tykkelsen pa en bremsekloss ma man rent fysisk ngdvendigvis ha at ¥ > 0.
Men ifplge regresjonsmodellen vil E[Y'|z] bli negativ nar x er stor nok og P(Y < 0)
vil ogsa bli stor nar x er stor nok. Dermed kan ikke regresjonsmodellen veere en rimelig
modell for alle x. Den linesere regresjonsmodellen vil kun veere gyldig for at intervall av
z-verdier, x € [0, Z,.|. Tilsvarende vil vaere tilfelle for de aller fleste regresjonsmodeller,
modellen er gyldig kun for et intervall av z-verdier.

Minste kvadraters metode angir at B er gitt ved
~ n ~
B = argmin {Zm — (ko — ﬁxi»?} :

B li=1

Vi finner minimum ved & sette den deriverte av kvadratsummen lik null,

n

N (¥~ (ko= Bai)* = > 2(Yi— (ko — Bx)) - wi
i=1

9

B 5
inIL‘z — k‘oil‘l—FEil’?] =0
i=1 i=1 i=1

= 2

n n n
= B al=ko) mi-) Y
i=1 =1 i=1

— 3 ko D1 Ti = )iy Vi
= — )
dic1 T

Ved & bruke regneregler for forventningverdioperatoren far vi at (ved & huske at z;’ene
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er konstanter)

Dy F
1
= =B

n n
S 2 ko § Ti — g Yix;
=1 i=1 i=1

1 n n
= an [kozz:;xz—;E[szz]

i=1 95?
1 n n
=14 i=1 i=1

Ved & benytte modellantagelsen E[Y;] = kg — Sz; far man dermed

E[g} = w[kogxi—gxi(ko—ﬁm)]

i=1Ti
1 n n n

1 L) SEET D SR o
2im1 %] i=1 i=1 i=1

E?:l 95@2
D1 9%2

For & finne variansen til B starter vi tilsvarende med & bruke regneregler for varians.
Igjen m& man huske pa at x;’ene er konstanter, og man ma huske pa at vi har antatt at

8 = 5.

Y;’ene er uavhengige. Da far vi

Var [3} — Var [ko Die1 Ti — Dimy szz}

D e 37@2

1 2
- (gra) v

1 — .
(Z?:l 3512)2

= # - J:ZVarYi
(Z?:lmzz)Q [; Z i

Ved & benytte modellantagelsen Var[Y;] = o2 far man dermed

Wl - s [Z & ]

o2 2 2
o°y B o

(>, 33@2)2 N lez?

n n
ko Z T — g Yix;
i=1 i=1

0+ (—1)2 i\/ar [Yixi]
i=1

c) Fra forrige punkt har vi forventningverdi og varians til B og siden det er oppgitt at ﬁ er
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normalfordelt kan vi lage en standard normalfordelt variabel

B 5-s

:B
\/Var[g \/2le

Siden verdien til variansen o2 er ukjent erstatter vi o2 i dette uttrykket med var estimator
52 for 0%. La oss kalle stgrrelsen vi da far for 7. Vi kan vise hvilken sannsynlighetsfor-
deling 7" har ved a skrive

N(0, 1).

—B
2

\/ W

Siden Z ~ N(0,1), V ~ x2_,, 0g Z og V er uavhengige siden Bog V er uavhengige, far vi
at T er Student t-fordelt med n — 1 frihetsgrader. Vi kan da lage konfidensintervall ved &
starte med kvantiler i en Student t-fordeling. Siden en Student t-fordeling er symmetrisk
om 0 har vi

1\0

B

T =

P (—t%m,l <T< t%m,l) —1-a

B8

i=1%;

St n—1 =1—«

%7
Lgser sa hver av ulikhetene inni sannsynlighetsuttrykket med hensyn péa 5. Vi far

5B 52
_1§7 & —len i\ n 3
?:15”12

. 52
= B+ tﬂ n—1 71,0-2 2 Z B
7 Zi:l T
o2
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og tilsvarende for den andre ulikheten

B-3 - 5’
——=—=Stlap & B-B<te ST 42
a2 i=1T;
Z?:l x?
~ o2

5>7 i
= >0 —ta, 1 n 5
D T
~2
-~ g
- 5 - t*,n—l n 2 S B
2 D i T

Vi har dermed

r(3 ” <p<B o |
—te | e <B<Btte, 1| =g | =1
2" S a? 2" Sl

Et (1 — «) - 100%-konfidensintervall for 8 er dermed

N 52 52
B—tep 1= B+te 1| =3
[ 2™ Do 7 kil Do F

Hvis vi gnsker & utfgre den tosidige hypotesetesten

Hy:B8=p80 mot Hy:pB# S

med signifikansniva «, kan vi benytte sammenhengen som alltid finnes mellom et kon-
fidensintervall og en tilhgrende tosidig hypotesetest. Vi skal forkaste Hy hvis konfidens-
intervallet ikke inneholder verdien fSy.

Oppgave 3

a) Estimatoren i er normalfordelt fordi den en en lineer funksjon av Xi, X9, X3, som er
uavhengige og normalfordelt.

Ved a benytte regneregler for forventingsverdi far vi at

R 1| R

nﬁ&rﬂﬁi;qznﬁmm'
1= 1= 1=

Ved & benytte at E[X;] = p far vi da

Efi] = E
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Siden X1, X5, X3 er uavhengige gir regneregler for varians at

ZX] (711) Var ZX] QZVar

Ved & benytte at Var[X;] = o2 gir dette

Var [i] = Var

2

o

Var 1] = 2§J—— = —.
n_

Hvis en estimator er forventingsrett innebaerer det at dersom man gjentar forsgket uen-
delig mange ganger vil gjennomsnittet av de tilhgrende estimatene veere lik den sanne
parameterverdien.

b) Det er oppgitt at man skal bruke iz som testobservator. Det er rimelig & forkaste H
dersom 1 < k, der den kritiske verdien k& mé bestemmes fra kravet

P(Forkast Hy|Hp er riktig) = P (1 < klp = 3) = .

Ved & standardisere p far vi

=P Z<k 3 = aq,

"\ B

der Z ~ N(0,1). Ved & tegne opp sannsynlighetstettheten i en standard normalfordeling

ser vi da at vi mé ha
k—3 o2
=—Za = k=3-za\/—.
) n

n

P(u<klp=3)=

Innsatt tall far vi, ved & bruke at z, = 29,05 = 1.645,

0.42

Vi skal altséa forkaste Hy hvis i1 < 2.62.

c) Teststyrken til testen er for p < 3 gitt ved

2
1 — B(n) = P(Forkast Ho|p) = P <ﬁ Ry
n

Standardiserer i1 for & finne et uttrykk for sannsynligheten,

3_ 2 /tﬁ_lu
B— ,U YV n
3—Za\/%2—u
P

o2

n

:

)
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der ®(-) er kumulativ fordeling i standard normalfordeling. Innsatt n = 3, z, = 1.645
og 02 = 0.42 blir styrkefunksjonen dermed seende slik ut.

1— ()
1.00 +

0.75 A

0.50 -

0.25 A

0.05 1~

@nsker s& & finne ut hvor stor n mé veere for at sannsynligheten for & forkaste Hy skal
veere minst 0.9 nar p = 2.9. Matematisk kan dette kravet uttrykkes som

P(Forkast Holp=2.9)>09 <« 1-0(29)>09

Ved & bruke uttrykket vi fant for styrkefunksjonen (for vi satte inn for n) blir altsa

kravet
3—20y/Z — 29
P > 0.9.
0-2
Vo

Ved & lage en skisse av sannsynlighetstettheten av en standard normalfordeling ser man
at dette kravet er ekvivalent med

3— 204/ 2 —2.9 [ 2 [2
a2V n > 201 & 33— za 0——2.9220_1 7
= n n

n

0-2
~ 3—2.92(2a+20_1) ;

2
& 01> (1645 +1.282)/ =
n

- o2 _ 0.1 2
n = \1.645 + 1.282

1. . 2
o (1645 + 1.282 <
0.1

1.645 + 1.282

& n> 042
"= ( 0.1

2
> = 137.08.

Siden antall poser som skal testes selvfglgelig méa veere et heltall ma man fglgelig teste minst 138 poser.
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d) Starter med & utlede kumulativ fordelingsfunksjon for X ),

Fx, (z) = P(Xg) <z)=P(Minst to av Xy, Xo, X3 < )
= P(Ngyaktig to av X, X2, X3 < z) + P(Ngyaktig tre av X1, X2, X3 < x)
3 5 (3 _
= (3) Fx@P - @) 4 () P - P
= 3Fx(x)*(1 — Fx(x)) + Fx(z)?
= 3Fx(z)? — 3Fx(2)® + Fx(x)3
= 3Fx(x)? —2Fx(z)3.

Finner sa sannsynlighetstettheten til X5y ved & derivere,

fxo(@) = F, (¢)=3-2Fx(z) - fx(2) =2 3Fx(2)’ fx (2)
= 6Fx(z)fx(x)[1 - Fx(z)],

der Fx(z) og fx(z) er henholdsvis kumulativ fordeling og sannsynlighetstettheten i en

normalfordeling med forventningsverdi p og varians 2.

Man kan tenke seg & undersgke om 1 = X(g) er en forventningsrett estimator for p ved
a regne ut E [iz], men man vil da ende opp med et integral som er sveert vanskelig &
evaluere analytisk. Det som gir enklere regning er a vise at fx(z) (x) er symmetrisk om
z = pr. Man mé altsa vise at fx, (1t + ) = fx, (n— ) for alle § > 0.

Siden fx(x) er sannsynlighetstettheten til en normalfordeling med forventingsverdi p
vet vi at fx(z) er symmetrisk om p, dvs.

fx(u+96) = fx(u—29) foralle § > 0. (3.1)

Nar X er normalfordelt med forventningsverdi p har vi ogsé at P(X > u+0) = P(X <
uw—9) for alle 6 > 0. Siden P(X > pu+0)=1—-P(X <pu+d6)=1—Fx(u+9) og
P(X <p—90)=PX <p—90)=Fx(u—75) har vi dermed at

Fx(up—0)=1—Fx(u+0) foralle > 0. (3.2)
Ved & bruke (3.1) og (3.2) og uttrykket vi fant for fx, (z) far vi da at

fxo(+6) = 6Fx(p+0)fx(p+0)[l—Fx(p+9)]

= 6[1—Fx(u—10) fx(p—0)Fx(p—9)
6Fx (n—0)fx(n—0)[1—Fx(pn—9)
= fxp (1 —9).

Vi har dermed vist at fx , () er symmetrisk om g, og dermed blir

B[] =E[Xqg] =p
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