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Oppgave 1

Gitt fglgende differenseligning;:
y(n) =ay(n—1) +z(n — k),

hvor k > 0.

a. 1. Tegn en filterrealisering pa direkteform I eller II.

ii. Finn en struktur for £ = 1 som realiserer filteret med bare en forsinkelse.
b. Finn enhetspulsresponsen til filteret og diskuter betydningen av k.

c. Beregn frekvensresponsen til filteret og diskuter betydningen av k.

Gitt fglgende filter:

z(n)
,@ o
b
D
a
. O .
y(n)

d. Finn filterets frekvensrespons H(e/*) = Y (e/¥)/ X (/).

e. Bevis at |H(e’*)|> =1 nar a = —b.
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Problem 1

The following difference equation is given:
y(n) =ay(n—1) +x(n — k),

where k > 0.

a. i. Draw a filter realization in direct form I or II.

ii. Find a structure for the case k = 1 that realizes the filter using only one
delay element.

b. Compute the unit sample response of the filter and discuss the implication of
selecting different values of k.

c. Compute the frequency response of the filter and discuss the significance of k.

Given the below filter:

d. Derive the frequency response H(e’*) = Y (e/*)/ X (e’*) of this filter.

e. Prove that |H(e’*)|? = 1 when a = —b.
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Oppgave 11

Den generelle rekkeutviklinga av signalet z(t) over intervallet ¢ € [T}, T»] kan skrives
2(t) = apg(t).
K

Vi krever at funksjonene {¢y(t)} er lineert uavhengige.

a. Hvorfor er lineaer uavhengighet viktig ved rekkeutvikling? Forklar ogsa hva vi
mener med konvergens i middel over det gnskete intervallet.

Det er ogsa ofte hensiktsmessig a bruke ortonormale basisfunksjoner.

b. Sett opp betingelsen for at basisfunksjonene for den gitte rekka skal veere

ortonormale, og forklar hvorfor vi gjerne benytter slike funksjonssett.
c. Kan du enkelt bevise at funksjone ¢o, = t?* er ortogonale pa funksjonene
Pory1 = t21 over intervallet t € [Ty, Tp] for alle heltallsverdier k og [?

En uniteer 4 x 4 hadamard-transform kan skrives

1 1 1 1
11 -1 1 —1
H4_§1 1 -1 —1
1 -1 -1 1

d. Bevis at kollonnene i matrisa er innbyrdes ortonormale (nar vi inkluderer ska-
leringsfaktoren 1/2). Hva er den inverse transformen da?

e. Forklar hvordan hadamard-transformen kan brukes i kompresjon av signaler
og argumenter for hvorfor en slik metode kan vaere fordelaktig.
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Problem II

The general series expansion of the signal x(t) over the interval ¢ € [Ty, T,] can be
expressed as

o(t) = adi(t).
k

We require that the basis functions be linearly independent.

a. Why is linear independence important in series expansions? Explain also what
is meant by convergence in the mean for series expansions over the given in-
terval.

It is also often desirable to use orthonormal basis functions.

b. Write down the conditions for the basis functions in the given series to be
orthonormal, and explain why we use the is type of basis.

c. Can you find a simple proof why the functions ¢, = t?* are orthogonal to the

functions ¢g,1 = t2*! over the interval t € [Ty, Tp] for all integer values of k
and [?

A unitary 4 x 4 Hadamard transform can be written as

1 1 1 1
1 -1 1 -1
H4_§1 1 -1 —1
1 -1 -1 1

d. Prove that the columns in the matrix are mutually orthonormal (when includ-
ing the scaling factor 1/2). What is the inverse of the transform then?

e. Explain how the Hadamard transform can be used in signal compression sys-
tems and argue why such a method may be beneficial.



Side 4 av 4

Oppgave 111

a. Beskriv nyquist-kriteriet for feilfri, tidsdiskret transmisjon matematisk og med
ord bade for bade tids- og frekvensplanet.

Anta at impulsresponsen til en kanal er som angitt i figuren.

h(t)
1
T t
b.  i. Finn minste pulsavstand som kan benyttes for eksakt overforing (fremde-

les uten stgy).

ii. Skisser det mottatte signalet nar de sendte pulsene er impulser med am-
plituder (skaleringsfaktorer) [1,2, —1, 3] og det sendes med litt storre pul-
savstand enn minimum.

c. Beregn frekvensresponsen til kanalen.

d. i. Bevis ut fra de oppnadde resultatene over at relasjonen
T = T
— i F —)=1
T Z sinc (7 +mT)

m=—0Q0

gjelder uavhengig av F' for et omrade av verdier for 7/7.

ii. Finn gyldighetsomradet der relasjonen gjelder eksakt.

e. Hva er det som begrenser antall amplitudenivaer som kan brukes ved digital
transmisjon? Gi en sa ngyaktig kvantitativ beskrivelse som du kan.
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Problem III

a. Describe the Nyquist criterion for error-free, time discrete transmission math-
ematically and in words both for the time- and the frequency domains.

Assume that the impulse response of a channel is given as in the below figure.

A
h(t)
1
T t
b. i. Find the minimum pulse distance that can be used for exact transmission

(still without noise).

ii. Sketch the received waveform when the transmitted pulses are impulses
with amplitudes (weights) [1,2, —1, 3] and the signal is transmitted with
pulse intervals somewhat larger than the minimum.

c. Derive the frequency response of the channel.

d. i. Prove from the above that the relation

is valid independently of F' for a range of 7/T.
ii. Find the range for which the relation is exact.
e. What limits the number of amplitude levels that can be used for practical

digital transmission? Make a quantitative evaluation which is as exact as
possible.



Enclosure: Fourier representations

Analog signals

Fourier transform:

X(jQ) = Flz(t)} = / " al)eay

— 00

Inverse transform:

r(t) = FHX(Q)) = % /_Oo X (jQ)e7d0

Fourier series of finite length signals (¢ € [0,7,]) or periodic signals
(Period: Tj):

oo >
z(t) = Z e’ o

k=—0c0
Coefficients:
]_ To (t) szTiktdt
ap = — x(t)e 'To
T o
Time discrete signals
Fourier transform, DTFT:
X(e) = Fla(n)} = Y w(n)e "

Inverse DTFT:

2(n) = FHX(e)} = % /_ " X ()i

Transform of finite length signals (n € [0, N — 1]), or series expansion
of periodic signals (Period N), DFT:

X (k) =DFT{xz(n)}

I
=
S

Inverse DFT:

z(n) =IDFT{X(k)} =



Properties of the Fourier transform of infinite,
continuous signals

Given: -
X(jQ) = Flailt)} = / Ti(t)e—" dt
Linearity:
Time shift:

r(t —7) = e X (§Q)

Frequency shift: ‘
z(t)e M —= X (5(Q — Q)

Time domain convolution:

x3(t) = z1(t) * xo(t) = /OO 1 (T)zo(t — T)dT <= X3(jQ) = X1(jQ) X2(5Q)

—00

Multiplication of functions:
4 1 [~ . .
z3(t) = z1(t)z2(t) = X5(jQ) = %/ Xi(jU)X((2 = U))dU

Parseval’s theorem:

/_OO 2 (t)dt = L | X (j)|?d

—00



