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Oppgave 1
a)

e Linearitet: Dersom vi kan bruke superposisjonsprinsippet pa et system er det linesert.
Matematisk kan vi utrykke dette ved hjelp av signalene y;(n) = H{z1(n)} og
ya2(n) = H{za(n)}. Systemet H{} er linesert dersom

y(n) = H{ciz1(n) + cez2(n)} = crH{z1(n)} + coH{z2(n)} = c1y1(n) + c2y2(n)

e Skiftinvarians: Dersom inngangsignalet z(n) pa et system H{} blir forsinket med ny,
blir utgangssignalet y(n) forsinket tilsvarende men ellers ha lik form. Matematisk:

y(n) =H{z(n)} = yln—no) =H{z(n —no)}
e Kausalitet: Enhetspulsresponsen h(n) = H{d(n)} er 0 for n < 0.
b)

i. e Linezert?

H{ciz1(n) + cozo(n)} = Ex?(n) + Azi(n) + 2¢1c0m1 (n)zo(n)

Nei!

e Skiftinvariant?

H{z(n —ng)} = z%(n — ng)
Jal
e Kausalt? Ja!
ii. e Linesert?
H{ciz1(n) + caza(n)} = ci(z1(n) + z1(n + 3)) + ca(z2(n) + z2(n + 3))

Ja!

e Skiftinvariant?
H{z(n —mno)} = z(n —no) +z(n + 3 — no)

Jal
o Kausalt? Nei, da y(n) # 0 for n = —3.



iii. e Linesert?
H{ciz1(n) + coza(n)} = asin(ciz1(n) + cexa(n)) # acy sin(z1(n)) + ace sin(z2(n))

Nei!

e Skiftinvariant?

H{z(n —ng)} = asin(z(n — ny))
Jal

o Kausalt? Ja!

iv. e Linegert?
H{ciz1(n) + cez2(n)} = a™(c1z1(n) + c2z2(n)) = c1a™z1(n) + c2a™z2(n)

Jal

e Skiftinvariant?
H{z(n —no)} = a"z(n — ny)

Nei!

o Kausalt? Ja!

V. e Linezert?
H{ciz1(n) + caza(n)} = a(ciz1(n) + coza(n)) + 0" = [aciz1(n) + "] + aceza(n)

Nei!

e Skiftinvariant?
H{z(n —no)} = ax(n —ng) + 0"

Nei!

e Kausalt? Nei, da b™ har verdier for alle n.

c) Skal vise at:

h1 (n)

—— h(n) ha(n) ———

3(n) | h(n) | _h(n)

der h(n) = hi(n) * ha(n)
Utgangsignalet fra det fgrste filteret er hi(n) nar vi patrykker en d-puls. Dette kan generelt
skrives som

g = S h(k)s(n— k)

k=—00
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hi(n) er inngangen til filteret hy(n). Utgangsignalet kan da skrives som

h(n) = H{ i hl(k)é(n—k)}
k=—00

U Linearitat

= Z hi(kE)YH{0(n —k)}
k=—o0
| Skiftinvarians

= Zhl Yha(n — k) = hi(n) * ho(n)

k=—00
q.e.d.

Alternativ lgsning h1(n) er utgangen til det forste filteret og patrykk pé ho(n), nar vi
patrykker en d-puls. Generelt gjelder

y(n) = h(n) * z(n)

nar signalene er linesere og skiftinvariante. Her har vi

h(n) = hi(n) * ha(n)

q.e.d.
d)
h(n) = Z hi(k)ha(n —k Zakﬁn = Z (E)
ke —oo k=0
n+1
J(8)7 g
= B -3 u(n) = 5—7@“(”)

e) Frekvensresponsen H(e/%):

oy o ke —jw\™ _ #

Hy(e?%) = F{hi(n)} = T;) (ae ’ ) 1 —qe v
Tilsvarende . 1
o) = Fha} = 1 g

Har fglgende sammenheng mellom en kaskadekopling av filtre i tidsplan og frekvensplan:
hi(n) * ho(n) <= H;(e/¥)Hy(e?¥). Dette gir

; 1 1 1
H(e™) = | _ | j
l—aewl—pfe v 1—(a+pf)e v+ afei2w




f) Begge filtrene er kausale. BIBO-stabilitetskriterie er da et tilstrekkelig kriterium for &

pavise stabilitet.
o
Z |h(7)| < o0
i=0

— (2
2|h1(”)| = Z A lo| <1
=0 1=0
Tester om h(n) er stabilt for a # £:
Yo lh(n)| = a + —p
i=0 p-a
| o~ (i \5| o (4l
< ZI "+ > 18]
—al =
1 1
= |a| + Iﬁl o] <1oglf| <1

B—all—]a " |B—al1-||
Dvs: Alle filtrene er stabile nar |o| < 1 og |8] < 1.

Alternativ lgsning for hy(n). Nar hi(n) er BIBO-stabilt, er utgangsignalet begrenset.
Dvs. inngangsignalet til ho(n) er begrenset. Da holder det & sjekke at ho(n) er BIBO-stabilt.
= lal <1og|8] < 1.

Oppgave 2

a) Dersom det analoge signalet er bandbegrenset til B < ﬁ sier punktprgvingsteoremet at

punktprgvene representerer signalet eksakt. Dersom F = Tis < 2B vil vi fa aliasing pga. de
repeterte spektrene (speilkomponenter) som genereres av samplingsprosessen.

2B F
_Fs Fy F
2 2
_Fs Fs F
2 2

Figur 1: Overst: Opprinnelig kontinuerlig signal. Midten: Spekteret av det samplede signalet
der Fs > 2B. Nederst: Spekteret av det samplede signalet der Fs < 2B.



b) Funksjonen
¢

h(t) = sinc (Ti> — m

s WTS
vil alltid rekonstruere x(t) eksakt fra punktprgvene zs(n).
For & rekonstruere z(t) fra xs(n), ma zs(n) lavpassfiltreres for & fjerne de spektrene som er
speilkomponenter generert av samplingsprosessen. Et ideelt lavpassfilter H(e’*) med

knekkfrekvens +£¢ filtrerer bort disse spektrene. Derfor vil h(t) = F 1{H (&)} gi eksakt
rekonstruksjon.

¢) Finner utgangsignalet z(t) ved hjelp rekonstruksjonsformelen oppgitt pa oppgavearket.

z(t)
3_

T, 2T 3T, 4T, 5T 6T 7“T5t

d) MERK: Oppgaveteksten var ikke helt konsistent p& denne oppgaven. Det star at
‘signalet har flatt spektrum opp til F = 1/2Ts’ og senere stér det ‘finn og skisser den
fouriertransformerte av utgangsignalet...’. Det burde statt ’finn og skisser effektspekteret av
utgangsignalet...’.

Som et resultat av samplingsprosessen vil det opprinnelige analoge bandbegrensede spekteret
Sx x (F) bli skiftet, slik at den digitale representasjonen vil fa et konstant spekter.
Sx,x, (w)

k

_3Fs _ ks Es 3Fs F
2 2 2 2

Figur 2: Skisse av Sx,x,(F'). k er en konstant proporsjonal med effekten.

Vi ser altsd at
Sx.x,(w) =k  for alle w



Impulsresponsen h(t) til filteret kan skrives som foldingen mellom to firkantpulser g(¢) der

o= { §7 =S

0 ellers
Bevis
o0
ht) = gt)+g) = [ g(riglt —)do
—00
7 Jo d =% 0<t<T,
= { Jplindr =2—4 T, <t<2T,
=0 ellers.
q.e.d.
Finner den fouriertransformerte av g(t):
1 T 3 1 .
G = e IMGt = ——— eI 1
(j ) VTS 0 ]QVTS [ ]
— 87,
_ e I3 [e_j%TS _ej%Ts]
JTs
efjﬂ'TsF

G(j2nF) = T sin(nT, F) = /Tye 9™ *Fsinc(T, F)

Ty F
Effektspektraltettheten til utgangsignalet blir da

Syy (j2nF) = Sx,x,(j2rFT,)|H(j2nF)|* = 7_”|G(]27rF)|4 = kT,sinc* (T, F)
S

der vi har brukt w = 27 FT.

(S 21 F)

50|

el

Amplitude i [dB].

1)
S

5

Figur 3: Skisse av effektspekteret Syy (j2nF') til utgangsignalet fra rekonstruksjonsfilteret, der
Ts=1o0g k=1



e) I praksis ma vi bruke pulser av endelig amplitude inn pa rekonstruksjonsfilteret, (i

motsetning til d-pulser med 0-utstekking, uendelig hgyde og areal lik 1). For & fa nok energi
ma vi "holde" pulsene over et tidsrom 7 der 0 < 7 < T§. Pulser av endelig utstrekking vil gi
ujevn demping (= distorsjon) i frekvensplanet. En enkel forklarende skisse lignende den som
er i figur 6.7 i kompendiet er pa sin plass her. (Du mé selvsagt skissere den pa besvarelsen :)

Vi kan motvirke denne distorsjonen ved & generere fgrst filtrere pulsene med et filter som har
invers frekvenskarakteristikk av den firkantpulsene gir.

Oppgave 3
a) Har at

[P0 Ix(z)dz =1
2B [fOAda:-l-fiA 3d:v] =1
2AB +6B(24 — A) = 1
=2

Videre er signalvariansen 0% = 1
[ 22 fx(z)dz =1

-0

1 1
2B [fOS_B z?dz + [1P 3w2dx] =1
8B

25§ () + (&) - ()] =
B? =22
Dette gir A = \/g ~ 0.740 og B = 318—14 ~ 0.169.

b) Kvantiseringsstagyeffekten 022 er gitt som 022 = % der A er kvantiseringsintervallet

1. 4nivd: A=A

A? 1
2

= — = — = _4
Q=15 = 39 0.0455

2. 8 niva: A= A/2

, A2

— 2~ —0.00114
Q=75 = 58 0.00



For & finne entropien mé vi fgrst finne sannsynligheten p; til hver representasjonsverdi ;.

fx(z)

Y1 Yo Y3 Ya
1. Set at p; =ps = % 0og P2 = p3 = % Entropien H blir da

3 1 1

4

3

H=S pilogypi = —2 |2 logy > + = log, = | = 1.81 [bit /symbol
;pz 08s Pi [8 og2 g +3 Oggs] [bit/symbol]

2. 8 niva: A = A/2 Entropien H
° 3 1oe 34 1
H= ;1 ;= — 1 1 = 2.81 [bit bol
S pilogs i = ~4 | 1082 15 + 55 108, 15| =281 Dbit/symbol

¢) Eksakt kvantiseringsstgy aé er gitt som

zv.+1
aQ = Z/ (z —y3)? fx(x)dz

der z; er kvantiseringsgrensene, y; er representasjonsverdiene og N er antall nivaer i
kvantiseringen. Da vi har uniform kvantisering far vi

Med 4 og 8 niva i kvantiseringen er fx(z) konstant i hvert kvantiseringsintervall. Vi kan
dermed trekke denne utenfor integrasjonsutrykket

b = s [ (oo g) o= St |(5) - (-5)

A2

B ()ZfX T 12

Altsé: Tilngermingen som vi brukte i 3b) er eksakt i dette tilfelle.

Alternativ lgsning Her er fx(z) konstant i hvert kvantiseringsintervall, nar vi bruker 2
eller flere bit uniform kvantisering. Da tilnsermingsformelen 022 = A?/12 har som antagelse
at pdf’en er konstant i hvert kvantiseringsintervall, er tilnaermingen konstant i vart tilfelle.
q.e.d.



d) Ved & sende de symbolene med hgyest sannsynlighet (y; og y4) med kanalsymbol med
de laveste amplitudeniva (Y; = £C) og de symbolene med lavest sannsynlighet (y, og ys3)
med kanalsymbol med de hgyeste amplitudeniva (Y; = £3C) far vi lavest mulig
gjennomsnittlig symbolenergi a%. Dette gir:

4
1 3
o =3 p¥? =2[5(30Y) + S| =307 W]
=1

e)
Kanalkapasiteten er gitt som
2

o
C = Blog,(1 X
ogy(1+ B No)
Hver punktprgve genererer 2 [bit/kildesymbol| og kanalen overfgrer C' = 2 [bit/kanalsymbol].
Mappingen fra punktprgvingen til kanalen er altsé 1:1. (Oppgaven spgr ikke etter
entropikoding av kildesymbolene, dvs. C' = H). For & kunne overfgre informasjonen mé
punktprgvingsteoremet veere oppfylt, dvs Fy = 2B = 2F,. Dette gir

1 2
C = -logy(1+ 0—32/)
2 o,

Der stgyeffekten 02 = BNp. Lgser denne med hensyn pi o2.

2
o2 = Y
L |
Dette gir
o _ 0y _oy _C?

= ~ Iy _ ¥ 1w
w1155 W

2 m4 vaere mindre eller lik C2/15 for at vi skal kunne overfgre

n

Altsa: Kanalstgyeffekten o,
signalet feilfritt.

f) Mottatt symbol fra kanalen for det signaltilpassede filteret er S; = Y; +n det 5 er et
addivtivt gaussisk stgybidrag med varians o2 = C?/5.

Fra figur 4 ser vi at mottakeren ofte vil detektere feil symbol. I fglge Shannons
kanalkapasitetsteorem kan mottakeren rette opp alle feilene dersom vi bruker feilkorrigerende
koding. Praktiske feilkorrigerende koder ma ha et noe bedre signal-til-stgyforhold, dvs.

02 > 1502, for at de skal klare & rette opp alle feil.

En grov skisse basert pa gyekurven fgr desisjonen, isteden for mottatt symbolfordeling (figur
4), godtas ogsé i denne oppgaven. Du ma da fa med at det er fire representasjonsverdiene Y;,
og at de tre gynene blir lukket pga. mye stgy.
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Mottatt kanalsymbolfordeling (pdf.)
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1 1
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2

Figur 4: Skisse av mottatt kanalsymbolfordeling, der C = 1, 02 = 3 og 02 = 0.2. (Videre
bildetekst er ikke krevd: De optimal desisjonsgrense ligger pa 0 og &+ ~ 2.1. Grunnen til at

2

de ikke ligger pa -2, 0 og 2, er at mottakeren vet at sannynligheten for & motta de sendte
symbolene Y5 = —1 og Y3 = 1 er 3 ganger stgrre enn & motta symbolene Y7 = —3 og Yy = 3.
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