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1 Forord

Hensikten med dette lille kompendiet er & gi en utledning av grunnligningene i fluidmekanikken uten &
benytte et tungt formelapparat. Vanligvis vil en se i lerebgkene at utledningene bygger pa Reynolds’
transportteorem. Det er en elegant og fullstendig metode i og for seg, men noe tgff for studenten i 2.
arskurs.

Grundigere utledninger kan en for eksempel finne i Frank M. White, “Fluid Mechanics”. Dette er en
teknologisk bok.

Andre bgker, skrevet mer spesielt for fysikere, men ogsad mer avansert matematisk, er

L. D. Landau & Lifshitz, “Fluid Mechanics” (Pengamon 1987)
P. K. Kundu I.M. Cohen “Fluid Mechanics” (Elsevier 2004)

B. Lautrup, “Physics of Continuous Matter”, 2nd ed. (2011)

Fgrste utgave av dette kompendiet kom i 2010. T 2011- utgaven er noen mindre trykkfeil rettet opp og
kapitlene 8-10 lagt til. [ 2012- utgaven har det handskrevne kompendiet blitt skrevet inn pa data ved bruk
av TEX, dette for & gjgre kompendiet mer lesbart for studenten. En del trykkfeil er nd blitt rettet opp i
denne utgaven av kompendiet.

Noen fa ord om tegnsettingen i kompendiet:

Skalare storrelser blir alltid angitt i italic (kursiv), for eksempel a.

Vektorer blir alltid angitt den med tykk skrift, for eksempel a.
Enhetsvektorer (vektorer med lengde 1) markeres med hatt, for eksempel 1.
Enheter blir angitt med normal skrift (roman), for eksempel [g] = m/s%.

For & markere at en stgrrelse er konstant brukes “KONSTANT”. Ver oppmerksom pa at denne
notasjonen ofte brukes flere ganger i samme avsnitt uten at det ngdvendigvis er samme konstant det
er snakk om.

Referanser til ligninger markeres med parentes, for eksempel ligning (3.1).

Referanser til figurer markeres uten parentes, for eksempel figur 3.1.
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2 Grunnlag

2.1 Kontinuumsmodellen

Et fluid er en fellesbetegnelse pa veaeske (liquid) og gass. Teorien bygger pa kontinuumshypotesen (—
modellen), som betyr at vi kan se pa systemet som et “utsmurt” system, karakterisert ved massetetthet!
p. Hypotesen gjelder over et stort skalaomrade. Selvfglgelig gjelder den ikke for atomaere skalaer, men den
gjelder ofte for sub—mikron dimensjoner slik at vi kan benytte fluiddynamikk p& vasskekuler med radius
a<1pm (1076 m).

En benytter ofte fluiddynamikk pa store systemer ogsa. Var galakse inneholder ~ 200 - 10° stjerner, og
det er minst 200 - 10? i alt. S& i kosmologisk sammenheng er det fullt legitimt & betrakte var galakse som
ett massepunkt!

Hastigheten til et fluidelement med volum 6V=0x0ydz skal vi kalle V. Dens komponenter kalles (u, v, w).
Altsa i kartesiske koordinater

V = u+ ju + kw, (2.1)

hvor (i,j, k) er enhetsvektorene i (x,y, z) retning. Generelt er V tidsavhengig, V = V(z, v, z,t) eller V(r, ).
Stregmningen er stasjonzr dersom V = V(r). Vi trenger ofte nabla—operatoren, V. Som kjent er den i
kartesiske koordinater gitt ved

20 20 ~0
V=i—+j—+k-— 2.2
it R (2.2)
Dette er en operator, ikke et tall. Ved & ta skalarproduktet av V og V fas
ou Ov Ow
V- V=—+_—+4—. 2.3
oz + oy + 0z (23)
Dette er divergensen til V, en skalar stgrrelse, et tall.
Vi trenger ogsa curl til 'V, en wvektor. Vi skal skrive den slik: V x V. Komponentene er
ow v
VXxV) =——— 24
(VxV), =50 - 5 (24a)
ou Ow
V) =—— — 2.4b
(VxV), =5 50 (2.4b)
ov  Ou
VXxV) =———. 24
(Vxv).= 50— (2.40)
2.2 Gauss’ integrasjonsteorem
V
A
8% A

Figur 2.1: Integrasjonsoverflate.

'[o] = kg/m®
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Betrakt en vilkérlig lukket integrasjonsflate (se figur 2.1), med utoverrettet enhetsnormal fi (lengden av
|| av @i er altsd lik 1). Skalarproduktet av V og i pa overflaten A er V- i = V cos «. Ved integrasjon av
V -V over volumet V vil i folge Gauss

/ V.Vdy = jq{ (V-h)dA (2.5)
VOLUM OVERFLATE

2.3 Bevegelsesligningene til et fluid

Bevegelsesligningene kan jo ikke veere noe annet enn Newtons 2. lov,

F = ma, (2.6)

hvor F er kraften? og a er akselerasjonen®. I fluidmekanikken er det vanlig & skrive akselerasjonsleddet pa
venstre side, og dessuten betrakte én masseenhet av fluidet. Altsd F — f, hvor f krafttettheten?, og massen
m— p. Vi far dermed

pa=f. (2.7)

P& vart trinn vil vi ta i betraktning folgende tre bidrag til krafttettheten f:

1) TrykkraftS, fpryss. Hvis trykket omkring et volumelement er forskjellig i forskjellige retninger, vil det
oppsta en resulterende trykkraft pa elementet.

2) Tyngdekraft, forav. Den kan vi skrive opp med én gang,

forav = pg (2.8)

Hvor g = (0,0,9.) = (0,0, —g) med g = 9.81 m/s? er tyngdens akselerasjonS.

3) Viskgs kraft, fy1sc, fra fluidets viskositet eller seighet.

Sa langt altsa
pa = ferugs + farav + fvisc. (2.9)

Vi vil komme tilbake til utrykkene for fprrss og fyisc senere. Farst skal vi imidlertid behandle tilfellet
hydrostatikk, V = 0.

’[F] = N.
3la] = m/s?
/1 =N/m?

Vi benytter her engelske subskripts.
67-aksen regnes konvensjonelt positiv oppover.
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3 Statikk

BER

Figur 3.1: Skisse av et skiveformet fluidelement.

Betrakt et skiveformet element av et fluid i ro, for eksempel atmosfaeren, hvor p = p(z). Oppsettet
er som vist i figur 3.1. Vi har et fluidelement med tverrsnitt A, hgyden er dz. Trykket” p er en kraft fra
omgivelsene, per enhet av tverrsnittet. Kraft pa undersiden er p- A, mens kraft pa oversiden er (p+ dp) - A.
Resulterende kraft p- A — (p+ dp) - A i retning oppover ma ved likevekt balansere tyngdekraften pgAdZ i
retning nedover:

—A-dp=pgA- dz,
Y

dp

— = 3.1

- (3.1)

Vi ser fra ligning (3.1) at p = p(z), p er uavhengig av x og y. Viktig setning i hydrodynamikken:
e Trykket p er det samme i samme horisontale plan, for en og samme vaeske.

Fra (3.1) ser en at krafttettheten kan skrives pa vektorform som en gradient:

fprEss = —Vp (3.2)

Merk at p er en skalar storrelse, ikke en vektor.

3.1 Atmosfaeren

Standardatmosfaeren er en fast, ideell atmosfeere, som kan tjene som referanse og likevel gi et rimelig bilde
av virkeligheten i de fleste tilfeller. Temperaturen ved havoverflaten i standardatmosferen er definert som
to = 15 °C, det vil si Ty = to + 273 = 288 K. Av sterst interesse er troposfeeren, som strekker seg opp til
hgyden z = 11 km. Temperaturen 7'(z) i troposfeeren avtar linezert med hgyden. Tropopausen ligger i (det
tilneermede) knutepunktet. P& oversiden av knutepunktet ligger standard stratosfasere, hvor temperaturen
settes lik tg = —66,5 °C opp til ca 20 km hgyde.

Temperaturfallet i troposfaeren er ca 6,5 K per km:

T(z) =Ty — Bz, (3.3)

hvor B = 0,0065 K/m.
Tilstandsligningen i aerodynamikken skrives vanligvis slik:

p = pRT. (3.4)

"[p] = N/m? = Pa
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(km)p 969

Stratosfeeren
- —- - ==--=Tropopausen

Troposfeeren

Figur 3.2: Graf over hvordan temperaturen varierer med hgyde i de ulike lagene av atmosfaeren.

Dette betyr at vi betrakter én masseenhet, med volum 1/p. Videre er R den spesifikke gasskonstant, som i
ST-enheter er gitt ved R = 287 Kikg. Merk at ligning (3.4) medfgrer at

p
— = KONSTANT. .
T ONS (3.5)
Ofte er det nyttig skrive ligning (3.5) slik:
P _ p707 (3.6)
pT polo

hvor indeks 0 refererer til havoverflaten, z = 0.
Trykkvariasjonen p = p(z) i stratosfeeren finnes ved & g tilbake til ligningen (3.1) og sette inn for
ligning (3.4) og (3.3):
d
L P — 1) (3.7)

Denne ligningen kan na integreres:

po RB 1o To
5.26
D T
i (e 3.8
Po (To) (38)
Ved & benytte ligning (3.6), finnes da det tilsvarende tetthetsforhold
4.26
p T )
£z _ (= 7 3.9
Po (To (39)

skissert i figur 3.3.
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Figur 3.3: Graf over hvordan trykket og tettheten varierer med hgyde i troposfeeren.

3.2 Inkompressibelt fluid®
Nar en har inkompressible fluider innferes ofte symbolet v, spesifikk tyngde?,

v = pg = KONSTANT. (3.10)
Ligning (3.1) gir
dp
— = 3.11
dz 7 (3.11)
som ved integrasjon gir
p2—p1=—y(22—21). (3.12)

8Med et inkompressibelt fluid menes et fluid med konstant volum. Vasker kan som oftest approksimeres som inkompressible,
mens gasser er som oftest kompressible, da volumet avhenger av trykket.
"] = Pa/m
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4 Konstant Akselerasjon

Slike tilfeller kan ofte behandles enkelt ved bruk av hydrostatikk.

4.1 Linezr akselerasjon

> N

Il

s
I
I

1l — »Adx

Figur 4.1: Nlustrasjon av en vogn med vann som utsettes for uniform akselerasjon i z—retning.
Betrakt vognen i figur 4.1. Bevegelsesligning, sett fra lab—systemet:
pa=—Vp+pg. (4.1)
Del pa p og flytt akselerasjonsleddet over til hgyre:

1
OZ_EVerg—a (4.2)

Benytter na folgende “knep”: Betrakt ligning (4.2) som bevegelsesligningen i det medfelgende koordinatsys-
tem, hvor forholdene er statiske. Da er det riktig at venstre side av ligning (4.2) (aksellerasjonsleddet) er
lik null. P& hgyre side opptrer de kjente kreftene —%Vp per masseenhet fra trykk, pluss gravitasjonskraften
g. Siste ledd —a i (4.2) er imidlertid en ny, fiktiv, kraft, forarsaket av akselerasjonen.

Ligning (4.2) kan enkelt integreres:

p = KONSTANT — 1vp— v <p> . (4.3)
p P

Da Vz=kblir j= —¢gVz=—V (g92). Da V& =1i1iblir a = a,i = a, - Vit = V (ag - x). Disse relasjonene
sammen med ligning (4.2) gir

0=-V (];) — ¥V (g2) — V (ag - z), eller

V<p+gz+ax‘x> =0, som gir
p

L gz + ay - x = C, en konstant (4.4)
p

Verdien av konstanten C' vil avhenge av problemet. Hvis origo legges som pa figur 4.1, slik at p = pg for
x=2z=0,blir C = %0. Isobarer, p = KONSTANT, betyr ifplge ligning (4.4) at

9% + a, - ¥ = KONSTANT | (4.5)
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Y

'
-

R

Figur 4.2: Illustrasjon av et uniformt roterende kar med radius R, vinkelfrekvens () og et ytre trykk po.
Avstanden fra sentrum angis med symbolet r.

4.2 Uniform rotasjon

Ser pa fluidet i figur 4.2 i det medfglgende roterende system!?, hvor sentrifugalkraften per masseenhet er
rQ28é,. Ettersom akselerasjonen av fluidet i det roterende system er null, blir bevegelsesligningen

1
0=—--Vp+g+ rQ%,. . (4.6)
p ——
~—~—TFiktiv kraft
Som for

Integrasjon av ligning (4.6): Som fgr er

1y (i) L 9= V().

Da Vr? = 2ré,, blir ré, = $Vr?, altsa rQ?8, = $02Vr? = V (3r2Q?) . Da blir ligning (4.6)

0=-V <p> ~V(g2)+V <;7’292> . eller
P

1
\v4 (p + gz — 2r292> =0, som gir

1
Py 9z — 57"2(22 = C, en konstant (4.7)
p

Hvis p = pg ved z = r = 0 som i figur 4.2, blir C' = %. Isobaren, p = KONSTANT, nar gz — %7292 =
KONSTANT, eller

= 2ir292 + KONSTANT (4.8)
g

108, = # er enhetsvektoren radielt utover.
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5 Eulers ligning

Vi skal né se pa de sentrale bevegelsesligningene, i lab—systemet. Den fgrste av dem er Eulers ligning, som
forutsetter at fluidets viskositet er neglisjerbart. Vi begynner med

1
a= ;Vp—i—g. (5.1)

Det som gjenstar er & uttrykke a ved den deriverte av V. Generelt er

. AV
2= A A o2
5.1 1-dimensjonal bevegelse
Ua { Us
| > , > X - aksen
A B

Figur 5.1: Nlustrasjon av 1-dimensjonal bevegelse ved punktene A og B.

Se forst pa det enkle tilfellet i figur 5.1, hvor fluidet beveger seg langs x—aksen. Hastigheten!'! i punkt
A er uy = u(t,z), mens hastigheten i punkt B er up = wu(t+ At,x + Ax). Hastighetsforskjell altsa
Au=up —us =u(t+ At,z + Azx) — u(t,x). Tar grensen At — dt, Ax — dx og utvikler til 1. orden:

ou ou
u(t+ dt,z+ dz) =u(t,z) + dta + dx%
4
ou ou
du = dt— + de—
“ ot + Tor
Divider med dt, og benytter % = ag, g—f = u. Dette gir
0 0
gy = 22 4 428 (5.3)

= T Yar

5.2 3—-dimensjonal bevegelse

Anta na at hastighetskomponenten u er avhengig av alle 3 koordinatene!'? x, y og z i tillegg til tiden:
u=u(t,z,y,z). Utvikler til 1.orden slik som fgr:

u(t+ dt,z + de,y + dy, z + dz) = u(t,z,y,2) + dt?;—k dxgz—k dygz—k dzg:,
ou ou ou ou
du = dt— + de— + dy— + dz—.
T T e T Yy T Y,
Divider med dt og benytter % = ag, %—f =u, % =0 og % = w:
ay 0u+ @%—va—u%—w@. (5.4)

~ ot u@aj oy 0z

4 er x-komponenten av fluidhastigheten V.
12Vi ser fortsatt pa samme komponent, men na er komponenten ogsa avhengig av y— og z—koordinater.
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Dette gjelder for alle komponentene, slik at vi kan erstatte u med den fulle hastighet V:

_al+ 814_ 81_’_ 87V (55)
ot " Yor Ty TV ez '

a

Dette er det generelle utrykk for a. Men det kan skrives pad mer kompakt form ved & utnytte nabla-
operatoren, V. Ta produktet

N N Y,
V.V:(iu+ju+kw)-(ix+j+kz>

Dette er en operator. Hvis den anvendes pa hastigheten V| fas

ov. oV ov
(V-V)V—u%—i-va—y—i-wg. (5.7)

Dette er jo det samme som de tre siste leddene i (5.5). Alts& kan vi generelt skrive

av
a= "S- +(V-V)V. (5.8)

Uttrykt som a = appcar +aconv, ser vi at apocar = %—Y er den lokale hastighetsendringen i fast posisjon
x, y og z, mens acony = (V- V)V er den konvektive hastighetsendringen ved at fluidet beveger seg fra
punkt A til B. Ligning (5.1) blir na

oV 1
§+(V~V)V——;Vp+g (5.9)

Dette er Eulers ligning. Verdt & huske:

Ligningen forutsetter null (neglisjerbar) viskositet. Ellers ingen spesielle begrensninger. Ligningen
tillater kompressibelt fluid, derfor nyttig for gasser. Heller intet krav p4 V x V.
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6 Bernoullis Ligning

Et av de mest nyttige teoremene i hydrodynamikken ble oppdaget av Daniel Bernoulli i 1738. Bernoullis
ligning uttrykker energibalanse for en ikke-viskgs vaeske. Vi trenger forst & definere begrepet strgmlinjer.

6.1 Strgmlinjer

Vi antar stasjonger strgmning. En strgmlinje er definert ved at dens tangent har samme retning som has-
tigheten i punktet. Strgmlinjens deriverte er lik %. Det er jo det samme som forholdet © mellom hastig-

«+ STROMLINJE

Figur 6.1: Strgmlinje i 2 dimensjoner, x og y.

hetskomponentene. Altsa

dy_v (6.1)

dr u

Hvis u = u(z,y) og v = v (x,y) er kjente funksjoner, kan strgmlinjebildet y = y (x) finnes av (6.1) ved
integrasjon. For en stasjonger strgmning er strgmlinjene det samme som banelinjene (path lines). Banelinjer
er de baner som fluidpartiklene fglger.

6.2 Bernoullis ligning
En enkel utledning er som fglger: Vi betrakter stremningsrgret i figur 6.2. Trykkraft pa elementets venstre

dl

Y

A

P p+dp

_,V

Figur 6.2: Tynt strgmningsrgr med tverrsnitt A, hvor fluidelementets hastighet er V.

side er pA, og pa hgyre side — (p + dp) A (endringen i A fra venstre til hgyre side er neglisjerbar). Netto

trykkraft i strgmrorets lengderetning altsd —A - dp, som ifplge Newtons 2. lov ma veere lik massen pA - dl
dv

av elementet multiplisert med akselerasjonen g

oV

ot
= —@:dl-ﬂ:V-dV
P dt
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Integrerer langs strgmlinjen, og antar p konstant!'?:

Py %V2 — KONSTANT. (6.2)
p

Konstanten kan ha forskjellig verdi fra strgmlinje til strgmlinje. Ligning (6.2) skrives ofte slik:
p+ %pVQ — KONSTANT. (6.3)
Hvis tyngdekrefter inkluderes, far en
P+ %pV2 + pgz = KONSTANT. (Bernoullis ligning)
Betyr: Energibalanse langs strgmlinjer.

6.3 Bernoulli fra Eulers ligning

Ved stasjoneer strgmning blir Eulers ligning

1
(V~V)V:—;Vp+g.

Fra fgr'* er %Vp =V (%), og g = —V (gz). Trenger en vektorligning:

1
(V-V)V=V <2v2> ~V x¢, (6.4)
hvor virvlingen (vorticity) er
¢(=V xV. (6.5)
Kan na skrive Euler slik:
1
v <2V2> -~V x{=-V (i) - Vi(g2) (6.6)
Ta differensialet av denne ligningen langs strgmlinjen: Bidraget fra V x ¢ blir null, fordi dette kryssproduktet
/Qf STRGMLINJE

Figur 6.3: Strgmlinje.

er ortogonalt til strgmlinjen. Igjen:

(1) a(2) o

1
— v+ P 42 — KONSTANT
p

langs en strgmlinje, som fgr.

13Dette er det samme som & anta at fluidet er inkompressibelt.
"Dette tilsvarer antagelsen om inkompressibelt fluid.
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Viktig spesialtilfelle: Virvling ¢ = 0 [ dette tilfellet er det likegyldig om vi betrakter en strgmlinje
eller ikke; bidraget fra leddet ¢ = 0 blir simpelten null. Derfor, for curl-ri stremning gjelder Bernoulli
mellom to wvilkdrlige punkter.

Eksempel 6:

Gitt en 2-dimensjonal stremning i horisontalplanet. Benytter plane polarkoordinater r og . Strgm-
ningen bestar av 2 deler: I indre omrade er asimutal hastighet

Vo = row, r < 1o, w konstant,

mens i ytre omrade er'®

A
.

Vo=—, r>rno.

Vi bestemmer fgrst konstanten A ved at Vyp ma veere kontinuerlig ved r = rq:

A
row = —, A=rlw (6.7)
o
Virvling er gitt ved:
10,4
r<Tp: CZZ;E(T w):2w,
10 A
r>rg: (=-—— <r> =0.
ror r

Altsa diskontinuerlig virvling ved'® r = 7. Naturlig derfor & starte med Bernoulli i ytre omrade.

Z
A

Figur 6.4: Indre omrade av strgmning i horisontalplanet.
Velger r = 0o som referansepunkt. For r > 7o kan vi skrive direkte:

1
p(r)+ fpV(,Q (r) = poo + V(f (00) gir at
2 ——

0
1 rdw?
p(r) = Poo — ip?T’ for r > 7y
For r < r¢g ma vi benytte Euler:
Vi _ _1op
r  por

15Strgmingen (6.3) kalles en naturlig virvel
Generelt er (V x V), = 1.2 (r1}) — %%.

z r or
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Innsetting av Vp = rw gir p (r) = %pT2w2 + C. Trykket er kontinuerlig ved r = rg:

1 55 1 riw?
5/”0‘” +C:poo_§p T(Q)

= (' =py — pT%L«)Q, 0g

1
P(r) = Poo — 5107'

202 — praw?, for r <

p(r)

/

Iy

lo

Figur 6.5: Graf over trykket som funksjon av r.

Merk forutsetninger for Bernoulli: Ligninger gjelder langs en strgmlinje for en stasjoneer, inkompres-
sibel, tapsfri (ikke—viskgs) veeske. Hvis T tillegg veesken er curl-fri, V x V = 0, gjelder Bernoulli mellom

vilkarlige punkter i veesken.
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7 Friksjon, Navier- Stokes Ligning
Friksjon kalles i fluidmekanikken for viskositet (viscosity). Effekten diskuteres enklest ved & se pa den sakalte

Ay

Y

A -A

> X

Figur 7.1: 2-dimensjonal strgmning mellom to plater. Nedre plate ligger i ro, mens gvre plate beveger seg
med konstant hastighet V' i z—retningen. I mellomplanet er horisontal fluidhastighet u = u (y).

Couette-strgmmningen, illustrert i figur 7.1.

Jo seigere vaesken er, jo stgrre kraft ma en utgve pa gvre flate for a opprettholde hastighet V. Betrakt
et vilkdrlig fiktivt horisontalt snitt AA’ i veesken: Veaesken pa oversiden beveger seg litt fortere enn pa
undersiden. P4 AA’ virker derfor en horisontal kraft imot bevegelsen. Kraft per flateenhet kalles skjaerspen-
ningen (shear stress). Standardsymbolet!? er 7. Skjeerspenningen blir d&penbart stgrre for gkende verdier av

hastighetsgradienten %‘. Enkleste mulighet er & anta at 7 og 3—; er proporsjonale:

T=pu—. (7.1)

Dette er Newtons friksjonslov. Konstanten p, den dynamiske viskositet, har dimensjon

1] = Pas

7.1 Heftbetingelsen(no-slip condition)

Ved en fast overflate er vaeskens hastighet i forhold til overflaten lik null. Ved nedre overflate altsa u (0) = 0;
ved gvre flate hvor y = h er w(h) = V. En fri overlfate er ikke i stand til & oppta skjeerspenninger, altsa

du
T = p— =0. (7.2)
OVERFLATE dy OVERFLATE

7.2 Navier- Stokes’ ligning

Vi betrakter det mer generelle tilfelle hvor en viskgs veeske er i vilkarlig bevegelse. Anta 2-dimensjonal
strgmning som fgr.

Txy

ox
0

Figur 7.2

'"Benevningen for 7 er den samme som for trykket p, nemlig [7] = N/m? = Pa
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Notasjonen er generell: 7, er kraften i x-retning nar sidens normalvektor peker i y-retning, osv. La
punktet O i venstre nedre hjgrne av figur 7.2 ha koordinatene z, y. Horisontal kraft mot hgyre pa elementets
gvre kant er 7,y (y+ 6y) - dxdz, hvor 0z er utstrekningen inn i planet. Tilsvarende er horisontal kraft
mot venstre pa elementets nedre kant 7,y (y) - dxdz. Resulterende kraft pa elementet i x-retning altsa
(0V = 0xdydz):

Fvisc,z - OV = Tuy (Y + 0y) - 0202 — Tuy (y) - d02.

1. ordens Taylorutvikling av 7,,:

or,
Tay (Y + 0Y) = oy (y) + Txy -0y
Y
4
or,
fVISC,x S0V = Tmy -0V, (7.3)
Yy
Ligning (6.1) tilsvarer i denne notasjon
ou
Tey = M- ETy’
Oy, O
dy dy?
Det gir
0%u
fvisce = MaTJQ- (7.4)
Vi generaliserer: Den viskgse krafttettheten fygc er pa formen
fvisc=p-R-V, (7.5)
Hvor operatoren R er rotasjonsinvariant, det vil si uavhengig av orienteringen til aksene x,y og x. Fra (7.4)
ser vi at den naturlige utvidelsen av 3273 er
0? 0? 0? 0?
—— s ==+ =+ —— =V
oy?2 0z * Oy? + 022
Altsé generelt
fyisc = pV>V (7.6)
Alle ledd i den generelle bevegelsesligning (2.9) er na kjent:
oV
p <8t (V-V) V) = —Vp+ pg + pV3V, (7.7)
eller
ov 1 9 . .
v +(V-V)V=—-Vp+g+vV*V (Navier-Stokes ligning)
p

Hvor v = % er den kinematiske viskositet!®.

Merk forutsetningene for N-S ligningene:
e 1 er konstant (newtonsk veeske).
e p er konstant (inkompressibel veeske).

Det mer generelle tilfellet med kompressibel vaeske behandles for eksempel i Laundau-Lifshitz: Fluid Me-
chanics. Ligningen stiller derimot intet krav til V x V.

18[1/] — m2/s



7 FRIKSJON, NAVIER- STOKES LIGNING 18

Eksempel 7: Vaskefilm pa skraplan

Filmens tykkelse er h. Aksene er som vist i figur 7.3, med x—akse langs skraplanet. Antar stasjonaere
forhold. Strgmningen opprettholdes av tyngden alene. p ma vaere navhengig av x-posisjon'?, altsa
p =p(y). u er likedan, altsd u = u (y). Ingen akselerasjon, a = 0. Sett atmosfeeretrykket py = 0.

X
A 9ISin,,
g gcosq
9
Figur 7.3: Veeskefilm pé et srkaplan.
10
N-S, x-retning: 0= —— op 492 + vV2u.
p Ox
=~
=0
. 1 0p 2
N-S, y—retning: 0= —;a—y +gy t+v V_Ov.
Her er g, = gsina, g, = gcosa, Viu = 3273. Altsa
d2
0=gsina+ dez (7.8)
10
Oz—f—p—gcosa. (7.9)
p Oy

Av (7.9) er
p=—pgycosa+C,
og da p = pg = 0 for y = h folger
_ Y
p = pgh (1 — E) Cos .

Av (7.8) er 2277; = —Zsina,
d
& —%sinoH—Cl.
dy v
Dart= u% = 0 folger C) = 91 gin o
Y y=h v
h
U= fﬁsinaJr g—-ysinaJrC'g
2v v

u=0fory=0gir Cy =0

h

YDette fordi fluidet drives av gravitasjon alene (intet ytre trykk).
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8 Konserveringsligninger

7 e

a) Integrasjonsoverflate. ) Volum med inn- og utseksjon.

Figur 8.1

Betrakt et vilkarlig volum V med overflate A, slik som i figur 8.1a. fi er enhetsnormal utover (|ii| =
1). Strgmtettheten (masseflukstettheten) er pV. Masse per tidsenhet gjennom overflateelementet dA er
pV cosa = pV -n. Anta at V har en INN-seksjon og en UT-seksjon. Da er

massefluks ut: Ny = — / pV -nidA. (8.1)
INN
massefluks inn: 7y = /pV -ndA. (8.2)
UT

Netto massetilfgrsel inn:

mINN_mUT——/pV'ﬁdA— /pV~ﬁdA
UT INN

zy{pv.ﬁdA: /V-(pV) av. (8:3)

(Okningen i masse kan alternativt skrives som f a7 AV, Altsa

/Bt+v (p )] v =0 (8.4)

Da V er vilkarlig, ma integranden vaere null:

Bp
E +V - (pV) =0 (8.5)

Dette er kontinuitetsligningen pé differensiell form. For inkompressibel fluid, p konstant, gir (8.5) at

(8.6)

Vi tester for inkompressibilitet simpelthen ved & regne ut V - V.

8.1 Impulsbalansen

Betrakt stasjonaer, inkompressibel, strgmning. Vi skriver summen av alle kreftene som virker pa fluidet inne
i kontrollvolumet (CV) pa formen ) F. Da impulsen til vannet (fluidet) inne i CV ikke endres med tiden,
mé Y F vare lik impulsfluksen Myt av vannet ut av CV, minus impulsfluksen My inn i CV.
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h_/

—> >

vV — cV — v
INNN T

Figur 8.2: Kontrollvolum.

t20 er pV. Impulsflukstetthet er pV2. Impulsflukstetthet langs normalen f er

Figur 8.1a: Impulstetthe
pV?%.cosa=pV (V-i).

Vektorform: pV (V - 11). Den totale impulsfluks ut dermed

Muyp = ]{ pV (V- 1) dA. (8.7)
UT
Tilsvarende defineres impulsfluks inn:
My = — j{ pV (V -n) dA. (8.8)
INN
Impulsbalansen blir dermed
Z F = Myt — Mixy (8.9)

8.2 Energibalansen

Stasjonaer, inkompressibel stremning som ovenfor. Start med Bernoulli:
p1 1 p2 1
ot SVt ga = ot V2 + oz (8.10)

Denne forutsetter intet arbeid og intet tap. (8.10) kan generaliseres: La wg veere nyttig arbeid (shaft work)
per masseenhet, og skriv friksjonstapet som g-hy, hvor hy kalles friskjonshgyden(head loss). Da blir energi-
balansen

1 1
&4—71/12—1—97:1:@+7V22+922+w3+g-hf. (8.11)
p 2 p 2
Eksempel: Stréemning mellom to apne basseng

a) Energiligning 1—2, ved fri stromning mellom bassengene:

1 1
;Z—F QVIQ +921 2%4— 51/22 +gz2 + ws +ghy
N e

= hy =21 — 22 = 40 m. Friksjonshpyde er lik geometrisk hgydeforskjell.
Merk:

— Energitap per masseenhet: ghy
— Energitap per volumenhet: pgh s
— Energitap per tidsenhet: pghy - Q

200gsa kjent som masseflukstetthet.
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Q=0,1m’/s

Figur 8.3: To apne basseng tilknyttet hverandre med et rgr.

b) Anta at samme vannmengde pumpes opp fra 2 til 1. Hva er pumpeeffekten?
Energiligning 2— 1:
2]2%-1‘/2+gz =&+1V2+gz +ws + gh
P 9 2 2 P 2 1 1 s I
= —ws = g(21 — 22) + ghy.
Neglisjerer tap i pumpen == hy = 80 m som fgr selv om strgminingen er reversert. Gir at:

Ys — 40m+40m = 80 m.
g

Pumpeeffekt P = p - (—w;) - Q = 10%-10-80-0,1 W = 80 kW



9 STROMFUNSKJONEN 1 22

9 Strgmfunskjonen

De vektorielle grunnligningene — Euler eller Navier—Stokes — kan veere vanskelige & lgse. Derfor gnskelig &
erstatte vektorligningene med skalare ligninger, dersom det er mulig. Det er to skalare funksjoner i bruk:
stromfunksjonen ¢ og hastighetspotensialet ¢.

Vi skal i dette kapitlet betrakte . Anta at strgmningen er todimensjonal og stasjoneer. I kartesiske
koordinater alts, ¥ = ¢ (x,y). Anta videre at strgmningen er inkompressibel, V - V = 0 (Vanligvis vil ¢
bli benyttet bare i slike tilfeller). Med V = (u,v), vil hastighetskomponentene u og v veere gitt som

o

Disse uttrykkene definerer strgmfunksjonen?! 1 i kartesiske koordinater. Merk at 1) ikke er entydig bestemt:
En kan ha ¥ — 1 + KONSTANT uten at det har innvirkning p& u og v. Ligningene (9.1) oppfyller
kontinuitetsligningen automatisk:

_Ou v _ 90w 9w _

V.V_%—i_ay_axay 0y Oz

9.1 Sammenhengen mellom ¢ og virvling ( =V x V:

Av interesse er (,, komponenten av ¢ vinkelrett pd bevegelsesplanet. Regner ut

ov Ou 0%y 0% 2
< ( ) ox Oy ox?  Oy? v

Altsé

V2¢ = _Cz (92)

i kartesiske koordinater?2.

9.2 Geometrisk tydning av v

Figur 9.1: Kurve til stromfunksjonen .

Betrakt en kurve som i figur 9.1 hvor stremfunksjonen 1 (z,y) er konstant, det vil si diyp = 0 langs
kurven. Det vil si

_ oY o
Ay = 5, dw+ 5 dy =0,
Det gir Y| = Q0T v e (91),

dz |, 781&/8@/ o

'Matematisk sidebenevning: Definisjonsligningene (9.1) betyr at en innferer det sakalte vektorpotensial, vanligvis kalt A.
Her er A = (A, Ay, A2) = (0,0,%). Hastigheten fglger som V =V x A.
2Dette er ikke en vektorligning, gyldig i alle koordinater!
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Men 2 er jo det samme som vinkelkoeffisientene % for stremlinjer, se (6.1). Altsa: v = KONSTANT langs

en strgmlinje i stasjoncer stromning.

9.3 Sammenheng mellom ¢ og volumfunksjonen ()

Figur 9.2: Differensielt linjeelement og differensiell volumstrgm.

Betrakt et linjeelement ds pa en strgmlinje. Hastighetsvektoren V = iu +jv, hvor i ogj er enhetsvektor

i x— og y-retning. Av figur 9.2:
dz = ds-cosf,
dy = ds - sinf.

Normalvektor i til linjeelementet er
n=1isinf — jcosb.

Volumelementet d@ gjennom ds er dQ =V - 11, det vil si

dQ = (Iu+jv> . (isin& —jcos@) ds = uginfds —vcosfds

dy dx

_o o0
_axMHVMdy_dw

Det betyr at volumstrgmmen Q)12 mellom to stremlinjer 1 og 2 er

2

Q12=/2V'ﬁd8:/d¢:¢2—¢1
1

1

Med plane polarkoordinater (r,6) blir definisjonsligningene slik:

_ 1oy _ 9
“roe YT T or

V.

Som for kartesiske koordinater oppfylles kontinuitetsbetingelsen automatisk:

10 10Vy
Ogsa i disse koordinatene oppfylles ligningen
v2¢ = _Cza

(9.3)

(9.4)

slik som i ligning (9.2). Altsa: Strgmfunksjonen kan anvendes ogsé for viskgs stromning. Ofte er det nyttig

i praksis.
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Luft

=

Q =YB-YA4

Figur 9.3: Eksempel: Luftstrgmning rundt overflaten av en flyvinge.

9.4 Sammenhengen mellom ¢ og rotasjonshastigheten w for et fluidelement

Anta at et fluidelement roterer med konstant vinkelhastighet w om origo. Elementets hastighet V = w x r.
Ta curl til dette uttrykket:

Vx(wxr)=wV -r-rV -w+ —(w-V)r (9.5)

(r-Viw
=3 =0 V
= = 0

Anta at rotasjonen foregdr om z—aksen. Ta z—komponenten av ligningen:

0
[V x (wxr)], =3w, — W = 8w, —w, = 2w,

0z
I3

we= 6= 5 (VX V), (9.6)
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10 Hastighetspotensialet ¢

Vi forutsetter igjen 2-dimensjonal, stasjonzar stromning. I kartesiske koordinater altsd ¢ = ¢ (x,y).
Anta at strgmningen er curl-fri,

V xV =0.

103

Kurver ¢ = KONSTANT kalles ekvipotensialkurver. De er nivaflater, p4 samme mate som gravitasjons-
potensialet pgray = gz er en nivaflate. Vi bruker ¢ bare i tilfeller hvor viskositeten er null (neglisjerbar).
Hvis o # 0 vil det med én gang oppsta virvling.

Ettersom curl grad= 0 er det mulig & sette

10.1 Ekvipotensiallinjer er ortogonale til strgmlinjer

Anta p konstant. Langs en linje ¢ = KONSTANT er d¢ = 0,

o¢ o .
axdm—i—aydy—O, =

dy
dx

9¢/0x _ wu

,  00/0y v

For en strgmlinje vy = KONSTANT har vi fra for
dy

dy
dx

dx

=—1.
v

= E. Produktet%
P x

¢

Kurveskalarene altsa ortogonale.

\¢ /Qj)

/
N / W

/i/ ;\ w
// \¢

\

—

¢

Figur 10.1: Strgmningfunksjonen og hastighetspotensial rundt et elliptisk objekt.
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11 Potensialstrgmning

Anta et fluid som er todimensjonalt, stasjonzert, og ikke—viskgst. Teorien forutsetter:
1) Inkompressibelt fluid, V -V = 0.
2) Rotasjonsfritt (curl-fritt) fluid, V x V = 0.

En kan na starte fra 2), som gjor at det er mulig & innfgre ¢ via V.= V¢. Da vil 1) fore til V-V = V2¢ = 0.
Altsa

V2¢ =0, Laplaces ligning. (11.1)
Alternativt kan en starte fra 1), som gjor det mulig & innfere ¢ via u = %’, v = —g—’i. Ettersom V29 = —(.,
vil dette medfgre laplaces ligning igjen i
V) =0 (11.2)
Merk at (11.2), s& vel som (11.1), hviler pa bade 1) og 2).
S ¢o=U-=x
—— U
Yv=U-y
———

11.1 Singulariteter

(4 Y

Figur 11.1: Figuren viser strgmning- og hastighetspotensialet rundt en linjekilde.

Linjekilde/sluk i origo: Singularitet plassert i origo som i figur 11.1. Kilden (et tynt rer) plassert i
z—aksen. Ser bare pa én lengdeenhet i z-retning. Radiell hastighet??

m [ m>0 KILDE
Vr= r{ m<0  SLUK (11.3)
Hvis Q er volumstrgm ut, er V. = 2% Av
yoo Lov _ 99 _m
" ro0  or r
finnesyp =m-0, ¢ =m-1Inr. (11.4)
Vo= v _ 1090
T "o roe
Hastighetskomponentene:
x mx
u:V,~C059:m~ﬁzm (115&)
v:VTsinH:m'E:& (11.5b)

r2 x2 + y2

23Symbolet m star i denne konteksten ikke for masse, men for styrken til linjekilden /sluken.
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Figur 11.2: Figuren viser stremning— og hastighetspotensialet rundt en linjevirvel, med postiv virvelstyrke
k.

Linjevirvel i origo Asimutal hastighet Vp = % Av

o100 96

" ro0  or
finnes v = —KInr og ¢ = K - 6. (11.6)
V00 _ 100
T or  roe
. 1orV, 10V, .
Virvling: g—;ﬁ—;ae = 0. Fri virvel.

2
Sirkulasjon: F:%V~ds:/\/}-rd6:vg-27rr:2 k

0

Dublett (dipol) Anta kilde av styrke +m i (—a,0) og sluk av styrke —m i (a,0), slik som i figur 11.3.
La a — 0 og m — oo slik at dipolmomentet A = 2am holdes konstant. Approksimativ behandling: Av

(x,y)

Figur 11.3: Geometrisk skisse av en dipol bestdende av en kilde og en sluk.

¢kiLpE = mlnr og
YRIDE = m - 0,
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finnes for dipolen ¢ = mlnr; —mlnrs = mln % Av figur 11.3 er tilnsermet
ry —1r9 = 2acosf

2 2
== ¢:m-ln<1+a>cosﬁf_vm-acosﬁ,
r r

fordi In (1 4 z) ~ z for smé x. Altsa

¢ = %cos@ (11.7)

for dipolen. .
Stromfunksjonen ¢ = m (61 — 602). Av figur 11.3: A0 =0y — 6, = %fﬂﬂ (r1 ~rg ~r). Altsa

2am

¢ =—""rsing. (11.8)

Ved innfgre stgrrelsen A = 2am kan vi skrive ligning (11.8) som

¥ = —2sing (11.9)
"

Hastighetskomponenten kan finnes for eksempel av ¢:

0o A
‘/’I” = E == —ﬁ cosf (1110&)
10¢ A

Figur 11.4: Hastighet— og strempotensialet rundt en dipol plassert i origo.

Eksempel: Superposisjon av uniform strgmning, dublett og virvel
Legger sammen strgmfunksjonene for komponentene,
Yunirorm = U -y = Ursind,
YDUBLETT = —% sin 6,
YyirveL = —K -Inv,

og far \
Y= <U7“—> sinf — K -1Inr.
r
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Innforer en lengde a (radius) slik at A\ = U - a®. Dessuten legges til en konstant i siste ledd slik at
—K -Inr — —K -In {. Dette gir

2
w—U<r—C;> sinQ—K-lng (11.11)

En ser at ¢ = 0 nar r = a, det vil si pa overflaten av en sylinder i origo, med radius a. Pa overflatten
r=aerV,(a,0) =0, sjekk:

10 2
Vr:r(;g:U<1—:2) cosf stemmer for r = a,
Dessuten er 5 ) "
Vo= -2 1+ % simo+ K
or r2 r

P& overflaten altsa i
Vo (a,0) = —2U sinf + —,
a

ingen heftbetingelser her! For moderate verdier av K (>0) blir stremningsbildet som i figur 11.5.

UJQp

Figur 11.5: Strgmingsbildet.

Bernoulli: ettersom V x V = 0 kan Bernoulliligningen anvendes mellom vilkarlige punkter. Relaterer
r = oo til et punkt pa overflaten:

o 1 ,0
L+7U2:p(a )+

K12
—2U sin 0 + — 11.12
5 P [ sin 6 + a] ( )

N | —

Gage-trykk p(a,0) — poo = pg pa overflaten altsé

2

1 KU K?
p(;(a,H):pUzg[4U2sin2c9 " }

Trykkraft pa overflateelementet a df. Kraftkomponenten per lengdeenhet altsa
y n

O

Figur 11.6: Overflateelement.
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[

21
= —/ pa (a,8)acosfddd =0 og (11.14)
0

|

2m 2
= —/ p; (a,0)asinfdf = —QpKU/ sin?0df = —pU - 27K (11.15)
0 0

=T
Da sirkulasjonen er I' = 27 K| fas

Fy,=—-pUT (Kutta—Joukowskis teorem)
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12 Det komplekse potensial

Vi skal betrakte en tidsuavhengig potensialstrgmning i to dimensjoner. Fluidet er friksjonsfritt (ideelt), og
virvlingen ¢ = V xV = 0. I kartesiske koordinater er hastighetspotensialet ¢ = ¢ (x,y) og stromfunksjonen
¥ =1 (z,y). Som kjent er komponentene u og v av hastighetsvektoren V gitt ved

09 e
u=5o, U= i (12.1)
oY oL,
u = dy’ V=g (12.2)

Dette er Cauchy-Riemanns ligninger i matematikken. Vi innfgrer den komplekse koordinaten z og dens
komplekse konjugerte
z =+ 1y, (12.3a)
Z=x—1iy (12.3b)

Da ¢ og 1 tilfredsstiller Cauchy-Riemanns ligninger, vet vi at w er en analytisk (holomorf) funksjon av z
overalt i planet hvor ¢ og ¢ er definert. Funksjonen

w(z) =¢(z,y) +ith (z,y) (12.4)

kalles ofte for det komplekse potensial.
Potensialet w (x,y) har en veldefinert derivert,
dw

T = w' (2) (12.5)

hvor w’ (z) er den samme uansett fra hvilken retning i planet vi regner den ut. Deriverer, for eksempel i

x-retning:
0 0
w' (z) = £ + Za—f =u —iv. (12.6)
Dette er den komplekse hastighet. Stgrrelse og argument for w’ (2) gir fart V og vinkel § mellom V og
x—aksen: ‘
w' (z) = Ve ™, (12.7)
hvor en enkelt ser fra figur 12.1 at 0 er gitt ved

y

<i

Figur 12.1: Tllustrasjon av fartskomponentene til V.

v
= —. 12.
tan 6 ” (12.8)

Anta sa at en fast flate C' som i figur 12.2, med potensialstromning omkring (altsd ingen friksjon). Pa
overflaten ma hastigheten vaere tangensiell, 1y = KONSTANT. Kan velge ¥ = 0 pa C blir altsa
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’_/\—/

< e

—

Figur 12.2: Strgming rundt en flate C.

Strgmningsproblemet reduserer seg til & finne en analytisk funksjon w (z) som er reell pa randen av C.
Benytter residyteoremet?* pa den komplekse hastighet:

j{w’ (2) dz = 2mi Y _ Ay, (12.10)
k

Hvor Ay er residuene til w’ (z). Vi har ogsa

j{w dz—j{(u—iv)(dx—i-idy)

c

:%(udquvdy) +i jg(udyvdx) (12.11)

C C
—§V-ds=T, —§ dQ=0Q,
c c
sirkulasjon volumgjennomstromning
Gjennom fast flate er @ = 0. Altsa
T'=2mi) = A (12.12)
k

Alle residyene er i dette tilfellet imaginaere.

Eksempel 12.A: w = 22
Dette gir
Y =ax?—y? 1p=2xy. (12.13)
Kurvene ¢ = KONSTANT og 1 = KONSTANT skjeerer hverandre ortogonalt.

Figur 12.3: Strgmfunksjon og hastighetspotensial ved w = 2.

2Kort oppsummert sier residyteoremet at f (z) = E o+ ¢(z) = §f(z)dz=2ma_1-i
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Eksempel 12.B: Konstruksjon av w for en linjekilde
Hasttighet— og strgmpotensialet for en linjekilde er gitt ved
¢ =mlnr og
P =mb.

En far da at
w=m(lnr+if) =mlnz.

Eksempel 12.C: Konstruksjon av w for en virvel
Hasttighet— og strgmpotensialet for en virvel er gitt ved
¢=K-0og
Pp=—Klnr.

En far da at

w=K(@—ilnr)=—iK (Inr+ i) =iK1Inz.

Uttrykt med sirkulasjonen I' = 27K er w gitt ved

w:%lnz

Noen eksempler hvor U er en hastighet og a en lengde.

Eksempel 12.D: w =Uz

Dette gir
¢o=Uzx, o =Uy.

Dette er homogen strgmning (vist i figur 12.4).

NG

- — -~
Ho4

Figur 12.4: Strgmfunksjon og hastighetspotensial ved w = Uz.

33

(12.14a)

(12.14b)

(12.15)

(12.16a)

(12.16b)

(12.17)

(12.18)

(12.19)
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Eksempel 12.E: w = U7“2

Med z = ret:

2 2
b= gng= Y
r ety
Strgmlinjer ¢ = KONSTANT néar
Y KONSTANT = —
x? +y? 2y0
J

Innfgrer ny konstant A (dipolstyrke) ved

A =Ud®
og far
:_AsmG’ ¢:)\cose
Dipolens dipolmoment er p og er gitt ved
=27,

Streminingsbildet rundt en dipol er skissert i figur 12.5

Figur 12.5: Strgmfunksjon og hastighetspotensial ved w = Ua?

z -

Eksempel 12.F: w = Ua (i)g

Antar at 0 < a < m. Vi far
o 0 o 0
¢o=Ua <i> cosﬂ—, P =Ua (i) sinl
a Q@ a Q@

Strgmningsfunksjonen og hastighets potensialet til w er skissert i figur 12.6.

34

(12.20)

(12.21)

(12.22)

(12.23)

(12.24)

(12.25)

Stagnasjonspunkter: Disse er generelt gitt ved at u = v = 0, slik at den komplekse hastigheten w’ (z) =

0. I det forrige eksempelet far en at stagnasjonspunktet bestemmes av

™ _

za b =0.

Nar oo < m, som forutsatt ovenfor, blir 2 — 1 > 0, og stagnasjonspunktet blir i origo.

(12.26)
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Figur 12.6: Strgmfunksjon og hastighetspotensial ved w = Ua%g

Fart: Av ligning (12.7) fas farten V som
d
V=vu2+v2= ‘dw = |uw' (2)].
z
N& er
dw _ U —
dz ’
dw d , 0 . ,
T o5 =g (0-W)=utiv,
slik at

o dw dw

T dz dz

Eksempel 12.G: w = 2z + 3i2?
For & finne farten trenger en w’ og w’. w' er gitt ved

d

w = & _ 2+ 16z.
dz

w' fas ved

_ d I

w = <w> =276z =2 6iz.
dz

En farten i andre er da gitt ved

V2 =(246i2) (2 —6iz) =4+ 36 27 +12i(z — 2)
~~

E 23(2)
=4+ 36 (:E2 + y2) — 24y,

Stagnasjonspunkt nar w’ = 0. Det vil si

246iz =0 =

]
I
=S | s,

Ligning for strgmlinjer finnes ved & la
1
Y =2y+3(2*—y?) =3a®+ -

a? a?
Strgmningsfunksjonen w er skissert i figur 12.7.

35

(12.27)

(12.28)

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)

(12.33)
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Figur 12.7: Strgmfunksjon for w = 2z + 3iz2.

Fundamentalt prinsipp for bruk av det komplekse potensial: Funksjonen w (z) bestemmer av-
bildningen av z—planet pa w—planet. Stromlinjene i z—planet avbildes som rette linjer, v = KONSTANT,
parallelle med den reelle akse, i w—planet. Hvis en kan finne en hensiktsmessig avbildning mellom de to
plan, vil dette ofte forenkle bestemmelsen av potensialene.

y (]

) = KONSTANT

(a) v plottet i z—planet. (b) ¢ plottet i w—planet.

Figur 12.8

12.1 Strgmning gjennom en apning

Hvis w = w (2), kan en i prinsippet invertere funksjonen og skrive z = z (w). Noen ganger er dette nyttig.
La oss velge funksjonen z = ccoshw, som kan skrives om pa folgende vis

z = ccoshw = ccosh (¢ + i) = ¢ - cosh ¢ cos ) +ic - sinh psin ).

Reell Tmaginzer
Dermed er
x = c- cosh ¢ cosp, (12.34a)
y = c - sinh ¢ sin . (12.34b)
Eliminerer :
o v (12.35)

2cos2y  2sin?ep
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Kurvene ¥ = KONSTANT er hyperbler, med halvakser ¢cos, ¢sini), og brennpunkter i (¢,0) og (—c,0).
Ved & sette

a =ccos1 og

b =csiny,
far vi ligning (12.35) pa folgende form
22 g2

Flaten i ligning (12.36) er skissert i figur 12.9. En kan anskueliggjore strgmningen ved & se pé den ved

X
Figur 12.9: Kurver med konstant .
x-aksen: Fra ligning (12.35) far en pa positiv z—akse
T = ccosty == 1 = arccos z (12.37)
c
y—komponenten v av farten V, finnes ved
B, 1 1
- _ T — . — > 0. 12.38
Ox a2 C ( )
c2

Apningen pa z-aksen vil vaere der det er gjennomstremning i y-retning. Gjennomstromning krever reell v
ulik null. En kan dermed tolke
—c<zx<c (12.39)

som en apning, slik som i figur 12.10. Denne tolkningen kommer man ogsa frem til pa folgende mate: Velg
en av hyperblene som faste flater. Vi far da et bilde av stromningen gjennom apningen (slik som i figur
12.11). Ta sa grensen flat plate, som betyr at vertikal halvakse er null. Det betyr at ¢ = 0 eller ¢ = 7. Vi
far et bilde av en strgmning gjennom en apning av bredde 2c¢ i en fast plate. Strgmningbildet er urealistisk
i kantene, fordi hastigheten gar mot uendelig der. Viser dette, ved & regne ut

o dw dw

= — . — 12.40
dz dz ( )
P4 kantene (c,0) og (—¢,0) finner vi nemlig, av
x = ccosh¢cosy, y=csinhepsiny,
at
+1 = cosh¢cosy, y =sinh¢siny og
noe som gir ¢ = 0, ¥ = 0 eller 7. Altsé ved innsetting i ligning (12.40)
1 1
) =c?sinhw - sinh@ = 502 [cosh (w + W) — cosh (w — W)]
1,4 ? .
=5¢ [cosh 2¢) — cos 2| = 5 (1-1)=0, ie, V=00 (12.41)
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Figur 12.10: Eksempel pa konfigurasjon for strgmning gjennom en apning.

+

Figur 12.11: Strgmningbilde gjennom en &pning.

12.2 Strgmning omkring en sylinder

Gitt det komplekse potensial

RQ
w(z) =V (Z + ) . (12.42)
z
Det betyr
R2
¢ =V <r + ) cosd, (12.43a)
r
R2
Y=V (r — ) sin 6. (12.43b)
r
Dette er kjent fra potensialteori tidligere. Det er her forutsatt at sentrum ligger i origo. Hvis sentrum ligger
iz=2zp:
R2
= . 12.44
w(2) U°O<Z+z—zo) ( )

Virvel med sirkulasjon I' omkring en sylinder er gitt ved ligningen

I
LT

124
2r R ( )

w(z) =
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@
5" 3-°
E =0 \X-: Iz f =0
(~c,'o) Q‘C,D)

Figur 12.12: Strgmningbilde gjennom en &pning i en plate.

som betyr

nar vi velger 1) = 0 pa overflaten.
Kombinerer de to potensialene:

Pa overflaten, z = Re®, er
. r
w (Rew) =2V Rcos + —0,
27

altsa reell, slik at ¢ = 0 pa overflaten.
Stagnasjonspunktene finnes av dw/dz = 0. Av

2 i
dw:Voo<1_R>_2:0
dz

z il r \?2
el +4/1— )
R  4wRV4 4RV

finnes

Antar at

og innfgrer (8 slik at
r

AT RV

=sin .

Stagnasjonspunktene er da gitt ved
= ¢sin 8 + cos .

— 5y

Stagnasjonspunktene er A og B pa figur 12.13.

39

(12.46a)

(12.46b)

(12.47)

(12.48)

(12.49)

(12.50)

(12.51)

(12.52)

(12.53)
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W &
’—'\/,_\/7
# B//—>
|1

Figur 12.13: Strgmningbilde rundt en sylinder.

(a) Kraftkomponenter.

Figur 12.14

12.3 Blasius’ teorem

40

En sylinder (ikke ngdvendigvis med sirkuleert tverrsnitt) er plassert i en uniform strgmning. Kraftkompo-
nentene er Fy og Fy, (som i figur 12.14a). Ytre krefter, slik som gravitasjon, utelates. Kraften dF pa et

linjeelement ds i to dimensjoner er
dF = —piids.

Fra figur 12.14b ser en at
i = (sinf,cosf),
dy =dssinf > 0,
dz = — dscosf < 0.
Komponentene til dF er da gitt ved

dF, = —pn,ds = —pdy og
dF, = —pn,ds = pdx.

Dermed blir

d(F, —iFy) = —ip(dz — idy) = —ipdz.

Bernoullis ligning
1
P+ 5pv2 = C; = KONSTANT

gir ettersom Cy er uten betydning,

(12.54)

(12.55)

(12.56)
(12.57)

(12.58)
(12.59)

(12.60)

(12.61)

(12.62)
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P4 overflaten er » = KONSTANT, slik at dw = dw (= dv). Altsé

1 dw\?
d(Fp —iF,) = §ip (dz) dz, (12.63)
og dermed
F—'F—l'ja{dwzd (Blasius’ teorem)
» —ify = gip P z asius’ teorem
C

12.4 Kutta—Joukowsky teoremet

For store verdier av |z| utvikles

Figur 12.15: Strgmning rundt en flyvinge.

A B
! =Voo+ —+—=5+... 12.64
W (2) Voot 24 5 4 (12:64)
B
w(2z) =Vooz + Alnz— — + ... (12.65)
z
Sammenligning med en enkel virvel,
Ak AN
w(z) = Zln z, gir A= = (12.66)
27 2
Vi regner ut
dw” 'l B 2 Vo  2VeeB — (I/27)
dwN' (T B N Dy Ve BB (2 (12.67)
dz 2z 22 Tz 22

Benytter sa Blasius’ teorem og legger integrasjonsveien C' langt ute?®. Vi far da bidrag bare fra 1/z-leddet:

1. —iI'Vy dz

Fy —iFy = Sip— — =ipVa. (12.68)
N
271
Altsa
Fy = —pVa T, (12.69)

som vi kjenner fra for.

ZDette er tillatt, selv om det ikke er bevist her.
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A Formelliste basert pA White, Fluid mechanics?®
Overflatespenning Mekanisk energiligning for inkompressibel
1 1 strgmning langs en strgmlinje
Ap=T|—5 +
R Ry 1 1
By “VE+gn = <pQ + Vi + gz2> + ws + ghe
Strgmlinjer p 2 p 2
dy v
dz  u Uy — U1 = q + ghy
Atmosferen - Bernoulli
p(2) _ [T(Z)]
- 1
po To L §V2 + gz = KONSTANT (langs en strgmline)
p

Kraft pa plane plater

F =~hcgA Kontinuitetsligningen
§CP = o
ool LT (pV) =0
ot
ycp = §CGI— Scp R
_ _ _fzz _ _fzzSI Euler
vee §cal hcaA v
1
Iy I sind E—'—(V V)V——;Vp—i-g

Top = — =—
v §ccA hcgA

Kraft pA krumme flater Navier—Stokes

FH:’YI’LC(;Ax ov _ 1 9 _,u
Fy =V g TV VIV=—Vptgt V'V (v="

9
Reynolds transportteorem Strgmfunksjon ¢, kartesiske koordinater

/¢dV—/¢dV+/¢>V-ndA U_% o o
Impulsligningen

. . Vi =-( (=VxV)
Z F = Myr — MmN
Stromfunksjonen 1, planpolare koordinater

: r
My = — / pV (V-1) dA
INN 2, _ _ 19 10V,
v @Z} - CZ ((V X V)z - r ar (7"‘/9) 69
Energiligning V2t % N i@
N "or r2 062

) . ~ 1
Q—Wsz/p(h+2V2+gz>V~ﬁdA
cS

Hastighetspotensial ¢

2 . P . .
h = — (Spesifikk ental
u+p (Spesifikk entalpi) V= Vo

26Mange av formelene som er her utledes i forelesninger og ikke i kompendiet.
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Singulariteter
Yxilde = M, Ykilde = mInr

d)virvel =—Kln T, wvirvel = K0

F:%V~ds

Sirkulasjon

Lgft og drag

1
L:C’L-ng2-A, D=Cp-=pU% A

Reynolds tall

Kutta-Joukowski

L =—pUT (per lengdeenhet)

Vannbglger (G.Moes kompendium)

_ gacoshk (z+d)
~ w  coshkd
aw cosh k (2 + d)

=& smhkd Wt kD)

) cos (wt — kx)

Dispersjonsrelasjonen

w? = gk tanh kd

Bernoulli

90 P Ly2 o KONSTANT
at  p 2

Kinematisk overflatebetingelse

o O _ _
a—l—u%—w (ved z = n)
Dynamisk trykk
__ 9

Komplekst potensial
w(z) = ¢ (2,y) +ith (z,y)
Kompleks hastighet
w' (z) =u—iv="Ve ¥
Blasius’ teorem

1 2
F, —iF, = 2ipy{ <(c111,:> dz

c
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