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En mangel ved dagens “autorative” kompendium i matematikk 4, er at numerikk-
biten i matematikk 4D er fullstendig utelatt. Dette er ikke et forsgk pa a lage et
dyptplgyende og fantastisk kompendium, men er kun ment som en oppsumme-
ring av de metodene i Kreyszigs Advanced Engineering Mathematics (8th Ed.)
som er pensum i TMA4135 Matematikk 4D. Samt at notatet om Newtons metode
for systemer er tatt med, og forsgkt gjort lesbart.

Merk ogsa at det er skrevet fint lite om konvergenshastigheter og feilvurderinger
her. Det far bli en annen gang :)

Dette dokumentet er tilgjengelig i PDF- og LaTeX-format fra
http://www.refsdal.no/eirik/dokumenter/
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1 Numerical Methods in General [K17]

1.1 Introduction [K17.1]

Det eneste interessante som star her er egentlig avsnittet om feilverdier ved nume-
riske metoder, som egentlig er opplagt.

a = a + ¢, True value = Approximation + Error. (1)

De nevner ogsa den relative feilen <,., som er definert ved

a—a Error

2)

€

E, = — = =

" a a True value

Avslutningsvis poengterer de at enhver numerisk metode bgr oppgis sammen med
et feilestimat.

1.2 Solution of Equations by Iteration [K17.2]

Konseptet med metodene i dette kapittelet er at vi har en likning (typisk f(x) =
0), kjgrer giennom metoden med en gjettet inputverdi x, bruker den utregnede
verdien som ny inputverdi og gjentar denne prosedyren (naturligvis med unntak
av a gjette inputverdi, siden vi i alle steg unntatt steg én bruker den utregnede
verdien fra forrige iterasjon) til vi har fatt et akseptabelt svar.

1.2.1 Fixed-Point Iteration for Solving Equations f(z) = 0

Tnt1 = g(Tn) 3)

Eks: K17.2.E1: An interation process, f(z) = 22 — 3z + 1 = 0. Det forste vi ma
gjgre her er a skrive om likningen til a ha bare x pa venstre side. Vi ser at dette
kan gjgres ved a dele enten pa x eller 3. Under vises utregning med deling pa 3.

1 2
= - 1
T 3(:1: +1)
1 2
Tnyl = §($n+1)



Na er det bare & sette inn initialverdien for « og kjgre det gnskede antall iterasjo-
ner.

1.2.2 Newton’s Method for Solving Equations f(z) = 0

Tp+1 = Tp — f’($ )
n

“4)

Ogsa kjent som Newton-Raphsons metode. Hele poenget her er a ta uttrykket du
matte fa oppgitt, skrive det om til f(z) = 0 pa et eller annet vis, derivere det og
bare fylle inn i formelen over.

Eks: K17.2.11: Design a Newton iteration for cube roots and compute /7.
x = V7
2 =7

flz) = 22 ~-7=0

Her har vi nd en fin f(z) som vi kan derivere og fa f'(z) = 3x2. Sé er det bare &
sette inn i formelen og vips er vi i mal.

1.2.3 Secant Method for Solving Equations f(z) = 0

Ty — Tn-—1

f(xn) = fzn-1)

Sekantmetoden er mer eller mindre lik Newtons metode, men den deriverte 1 ut-
trykket er, som vi ser av formelen over, byttet ut med et uttrykk for sekanten
mellom punktene (2., f(2,,)) 0g (Zn—1, f(£n-1)).

®)

Tp+1 = Tn — f(xn)

1.3 Interpolation [K17.3]

Malet med de fglgende interpolasjonsmetodene er a finne et polynom, p,,, som
passer inn med et sett gitte punktet. Motivasjonen for a finne et polynom er at
dette er kontinuerlig og fint og bade kan deriveres og integreres.



1.3.1 Lagrange Interpolation

f(z) = palz) = ZLk(SC)fk = Z Ji (6)

Over er den generelle formelen for Lagrangeinterpolasjon, og under fglger maten
man faktisk ma sette det opp pa nar man skal gjgre oppgaver.

p(z) = Lo(z)fo+ Li(z)fi
_ r — I ><f0+ r — 2o
Tog — X1 Ir1 — X

X fi

For p; er det to ledd i uttrykket (og altsa to L-uttrykk, Lq og L), for p, er det tre,
osv. Disse L-uttrykkene settes opp som fglger:

e Hvis det er 2 L-uttrykk, skal det vaere ett “ledd” i teller og ett i nevner, hvis
det er 3 L-uttrykk, skal det vare to “ledd” 1 teller og to 1 nevner, osv.

e Telleren skal veere [ [(z — x;) der z; er alle verdier fra O til n, unntatt det
tallet i rekket som vi lager en L-verdi for akkurat na. Altsa: Gitt at vi har tre
ledd (0, 1 og 2), sa skal vi for L ha telleren (x — xo)(x — x2). Vi hopper
over 1, men tar alle de andre.

e Nevneren i den tilsvarende situasjonen vil vaere (r1 — zo)(x1 — 22). Altsa
omtrent som telleren, men vi bruker z, i stedet for bare x.

Se f.eks. eksempel 1 side 850 i Kreyzsig.

En ulempe med Lagrange er at vi ma lage et helt nytt uttrykk sa fort vi skal kjgre
en iterasjon til.

1.3.2 Newton’s Divided Difference Interpolation

f(x) = fo+ (v —x0)flro, 1] + (¥ — 20)(x — 1) f[T0, T1, 7] + - - -

+(x —xo)(x— 1) (& — xpy flxo, -, )

Det viktige her (og for de to etterfglgende metodene) er a sette opp en diffe-
ransetabell (se tabellen under, som er hentet fra side 855 1 Kreyszig). Poenget
med denne tabellen er a sette inn oppgitte x-verdier med tilhgrende f(z) (de to



kolonnene lengst til venstre). Kolonne 3 er f[zo, z1] fra uttrykket over, kolonne 4
er f[xo, x1, X2, OSV.

Verdiene i kolonne 3 regnes ut ved a ta differansen av f(z)-verdiene i kolonnen
til venstre og dele pa differansen av de tilhgrende z-verdiene. Pass pa at du tar
rette z-verdier. Det skal alltid vere “ytterverdiene”. I kolonne 5 skal du feks. ta
differansen mellom de to tallene fra kolonne 4, men dele pa differansen mellom
11.0 og 8.0.

v fi=f) | fleg o] fleg, xjen w00 flrg x4
8.0 2.079442

0.117 783
9.0 2.197225 -0.006 433

0.108 134 0.000 411
9.5 2251292 -0.005 200

0.097 735

11.0 2.397 895

Sa er det bare a sette verdiene inn i uttrykket over.

f(x) = ps(x) = fo+ (x—20)f[20, 21] + (2 — 20)(x — 21) fl0, 1, 2] +
(x — z0)(x — 21)(x — 3) f[xo, T1, T2, X3]
—  2.079442 + (z — 8.0) x 0.117783 + ( — 8.0)(x — 9.0) x
(—0.006433) + (z — 8.0)(x — 9.0)(x — 9.5) x 0.000411

Sa er det bare a sette inn verdien for x, feks. 9.2, og regne ut.

Det fine med denne metoden er at vi slipper a lage et helt nytt uttrykk nar vi skal
kjgre en iterasjon til. Vi kan bare legge til et nytt ledd til det gamle uttrykket, og
kjgre pa.

I tillegg er det ogsa verdt a merke seg at den takler tilfeldig avstand mellom punk-
tene, sann som rekken 8.0, 9.0, 9.5, 11.0 over.



1.3.3 Newton’s Forward Difference Formula

f@) % pala) = f}C)Avb

s=0
-1
= ﬁ+rAm+T”T L
r(r—1)---(r—m+1
r=Drnt )y
n!
r—xQ

For praktisk utregning er det viktig & merke seg at 7 = *=*, hvor x er verdien
vi skal finne, x er det fgrste punktet vi har i det oppgittet datasettet vart og h er
steglengden (avstanden mellom hvert datapunkt).

For utregning 1 praksis setter man opp en differansetabell og setter inn tallene fra
den i uttrykket. Se side 857 i Kreyzsig for et eksempel. Husk for all del a trekke
fra 1 mer i r i telleren for hvert ledd. De mystiske A®-uttrykkene er tallene fra
differansetabellen, som lett vist pa side 857.

Denne metoden virker kun pa datasett hvor det er lik avstand mellom datapunkte-
ne.

1.3.4 Newton’s Backward Difference Formula

Metoden er i grunnen helt lik den forrige, men i r-uttrykkene i telleren legger vi
til 1 for hver gang i stedet for a trekke fra. Se eksempel side 858.

1.4 Numerical Integration and Differentiation [K17.5]
1.4.1 Rectangular Rule. Trapezoidal Rule
Rectangular rule fgrst:
7= [ @ar %Al + 1) bS] @

Hvor h i uttrykket over er =2

a
n -

Sa trapezoidal rule:

7= [ Fade = MG @)+ fan) + S+t S + 310 ®)



1.4.2 Simpson’s Rule of Integration

/ f(x g (fot+dfi+2fo+4fs+ - 2fomo+4fom+ fom) (9)

hvor h = (b —a)/2mog f; = f(x;).

Denne er ogsa oppgitt i Rottmann, side 174.

1.4.3 Adaptive Integration

Adaptiv integrering vil si at man prgver a tilpasse h til forandringen i f(x); lave
verdier av h der forandringen i f(x) er stor og store verdier av h der forandringen
i f(x) er liten. Konseptet kan brukes sammen med hvilken som helst metode for
numerisk integrasjon. Se side 876 1 Kreyszig for et eksempel.



2 Numerical Methods in Linear Algebra [K18]

2.1 Linear Systems: LU-Factorization, Matrix Inversion [K18.2]
Cluet med de fglgende metodene er a faktorisere en matrise A til de to matrisene
L og U, henholdsvis lower triangular og upper triangular.

Vi bruker her eksempel K18.2.1 (side 895-896) for & illustrere de generelle poen-
gene ved metodene.

3 5 2 1 0O O Uyp U2 U3
A= 0 8 2 = LU = moy 1 0 0 U22 2U23
6 2 8 m31 M32 1 0 0 Uus3

Over ser vi rent visuelt hvor de to matrisene har fatt navnene sine fra. Videre kan
vi ogsa sette opp felgende uttrykk:

Ar=LUzx =0 (10)

2.1.1 Doolittle’s Method

Denne metoden gar ut pa at vi tar det generelle grunnlaget fra forrige avsnitt, og
sier fglgende:

Ly =b,hvory =Ux (11)

Vi Igser sa forst for y og deretter for x. Se resten av eksempel K18.2.1 for en
fullstendig gjennomgang av metoden.

2.1.2 Crout’s Method

Denne metoden er helt like Doolittles metode, rent bortsett fra at det er matrisen
U som har en diagonal bestaende av kun enere.

2.1.3 Cholesky’s Method

Choleskys metode er svart lik de to forrige metodene, men den lille forskjellen
her er at U = LT. Se Kreyszig side 897 for eksempler.

9



2.2 Linear Systems: Solution by Iteration [K18.3]

Metodene i forrige kapittel er sékalte direkte metoder, som krever en rekke utreg-
ninger fgr det til slutt kommer ut et svar. Metodene i dette kapittelet er sakalte
indirekte eller iterative metoder, altsa metoder hvor vi begynner med et estimat
og far mer og mer ngyaktige svar for hver runde med utregnigner vi foretar.

Iterative metoder brukes hvis konvergenshastigheten er stor eller systemene inne-
holder svaert mange nuller.

2.2.1 Gauss-Seidel Iteration Method

Trikset i denne metoden er a skrive om et likningsett av typen

1 — 0252y — 0.25x3 = 50
—0.2527 + T — 0.25z4 = 50
—0.25x, + r3 — 020zy = 25

— 025z, — 0.2573 + Ty = 25

til formen

T = 0.25z9 + 0.2523 4+ 50
Ty = 0.25z2 + 0.25z3 25

Deretter velger vi estimater for alle z-verdiene, feks. x(10) = 100, x(20) = 100, xgo) =
100, 1:510) = 100, og begynner den iterative prosessen.

Fgrst regner vi ut en ny zq, :cgl)

ny o, xéz), setter inn denne i tabellen, osv. Slik fortsetter vi til gnsket presisjon er

oppnadd eller antallet gnskede iterasjoner er gjennomfgrt.

, setter inn denne for x; i tabellen, regner ut en

2.2.2 Jacobi Iteration

Jacobi-iterasjon er helt lik Gauss-Seidel-iterajon, med ett bittelite unntak; ingen av
de utregnede x-verdiene benyttes fgr man har gjennomfgrt en hel iterasjon (altsa
regnet ut samtlige x-verdier).

10



3 Numerical Methods for Differential Equations [K19]

3.1 Methods for First-Order Differentical Equations [K19.1]

Disse metodene er sakalte “steg for steg”’-metoder, hvor vi fgrst regner ut yo, =
y(xo) og deretter fortsetter a regne ut verdier for y(z) ved z-punkter som fglger:

1 = Xg-+ h
Tog = g+ 2h
r3 = o+ 3h

N = Io+ Nh
3.1.1 Euler Method (Euler-Cauchy)
Ynt+1 = Yn + hf(l‘n, yn) (12)

3.1.2 Improved Euler Method (Heun’s Method)

I denne metoden regner vi forst ut hjelpeverdien y;, , ,,

og deretter den nye verdien,
1 *
Ynt1 = Yn + éh [f(xnayn) + f(xn-i-la yn+1)} (14)

3.1.3 Runge-Kutta Methods

Metoden gir en lgsning pa initialverdiproblemet ¢y’ = f(z,y),y(xo) = yo ved
ekvidistante punkter, x1 = xg + h, o = xg + 2h,--- ,xn = xg + Nh.

Fgrst regner vi ut fire hjelpeverdier, k1, ko, k3 og Ky,

11
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hf(Tn, yn)
1 1
hf(xn + —h, Yn + _kl)

2 2
hf( +1h +1k:)
Tn 2 » Un 9 2

hf(xn + h> Yn + k3)

Deretter regner vi ut den nye verdien, y,, 1,

1
Yntl = Yn + =

3.1.4 Runge-Kutta-Fehlberg

6

(k1 + 2ko + 2k3 + ky)

(15)
(16)
(17)

(18)
(19)

(20)

RKF kan umulig bli gitt pa eksamen med mindre de oppgir formlene, simpelthen
fordi det er alt for mange uinteressante koeffisienter a holde rede pa. Ikke minst

vil det veare et sant helvete a skulle gjennomfgre metoden vha. en HP30S.

3.2 Methods for Systems and Higher Order Equations [K19.3]

3.2.1 Runge-Kutta Methods for Systems

Her brukes bare de samme formlene som i vanlig Runge-Kutta, men alt i alt er det
likevel litt mer grisete. Se eksempel K19.3.2 for en full gjennomgang av et faktisk

regneeksempel.

12



4 Andre metoder

4.1 Newtons metode for systemer av ikke-lineare likninger

Newtons (eller Newton-Raphsons) metode er en numerisk metode for a finne nu-
meriske Igsninger av et system av ligninger:

fl(.ﬁCl,...,.Tn) =0
f2(.§C1,...7.Tn) =

folzy,...;zn) = 0

Dette er egentlig ikke en spesielt komplisert metode, men pensumnotatet som prg-
ver a beskrive metoden er ikke akkurat definisjonen pa forstaelig. Her fglger derfor
en mer “rett pa sak”-fremgangsmate for a faktisk lgse oppgaver av denne typen.
Det gjor vi like gjerne med et eksempel.

Ifplge faglarer har det hendt at det har blitt gitt systemer med tre likninger til ek-
samen, sa det er kanskje en fordel & om ngdvendig friske opp matrisekunnskapene
sine til & dekke ogsa denslags.

Eks: Eksamen, august 2003, oppgave 7¢

Gjgr én iterasjon med Newtons metode pa det ikke-line@re likningssystemet

10y1 —y2 —20 =
n+O+yDy, =

Bruk y; = 2 og y, = 0 som startverdier.
Lgsning

Forst og fremst ma man ha klart for seg hva vi er ute etter a finne, og det er de
neste verdiene av y; og y». Vi kaller initialverdiene for y; o og y2 0, 0g skal finne

Y11 = Y10 + AY10 08 Y21 = Y2,0 + Ayap.

Det fgrste vi ma gjgre er a sette opp en Jacobimatrise for likningssettet, og den er
pa formen,

13



oh ... 2h

ox1 0xn
J=1: .

Ofn ... Ofn

ox1 0xn

Som vi ser gker x-verdiene langs den horisontale aksen og f-verdiene langs den
vertikale. Vi ser altsa at det er snakk om a derivere likning f,, med hensyn pa
variabel x,, for de forskjellige cellene/elementene i matrisen.

I vart tilfelle blir dette
10 -1 }

J =
(y1,0, Y2,0) [ L+ 2y 9+ 43
For a finne y; ; og y»; ma vi sa Igse likningen
Ay 10y1,0 — y2,0 — 20
J (Y10 T == ’ )
(Y10, y20) < Ays g Y10+ (94 yLo)y20
med hensyn pa (Ay; o Ayao)’,

Vi setter sd inn initialverdiene vare, altsa tallverdier for y; ¢ og 2, og far

10 —1 Ayio\_ (0
1 13 Ayso ) 2

Ay _ (10 -1 /0
Ayap B 1 13 2
1 d —b 0
ad —bc \ —c a 2
1L /131 0
131\ —1 10 2

Enkel matrisemultiplikasjon gir (13x0)4(1x2) = 2 0g (—1x0)+(10x2) = 20,

vi multipliserer videre med faktoren _F11 og ender opp med at

Ayio \ _ [ 2
Ayap n 20

14

Dette gir videre




Det aller siste vi ma gjgre er a regne ut de nye verdiene y; 1 0g Y2 1:

Y11 = Y10+ Ay o =2-0,02 ;98
= —0,15

Yo, = Y20+ Ay2o=0-0,15 =

|
—
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